Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



\ 




. \ 



y 



TH£ NEW YUiiK 

ASTOR. LBNOX AND 



§ l j f (i^ n 1 1 1 e 
au« öem f uIogra^Hf^cn Mtelicr 

in © raunf^ tu cig. 



515 a ^J i e r 

aiid Der nicd)anifdTfH »ißapicr'Sabrif 

fcer Oebrübct ^Sieweg ju SGÖenfc^aiifen 

bei S?raHnfd)wti8. 






\<:' 



\' *• • 



1 ' * 






3tttfattöööruttbe 



ber 



geomettif^en J)t0ct))ltnen 



ftt? 



©pmnafien, dtcaU unb ©ewcrbefc^ulen, 



fctDie anäf 

^um ®eI6{lunter|||(|te beajj^ettet 

1,1'/' r/ 

^rofeffoT b(T 9^9ftf nnb Zecbnologte an toer UniocrUtit jn ^rdburo im IBteiftflan. 



3n brei Xi^eilen. 

SWit gal^(rci(!^cn in ben Xtxt cingcbrudften ^oljf^nitten. 



grjlcr S^eil: 

(Elemente ber thmm ©eometrie uttb ©t^rcometrie* 



Zweite verbesserte und vermehrte Auflage. 



SStaiinfci^iDctg, 

$)tuä iunl) 93erlag t>on gricbti^ IBicme^ unb 6o^n. 



1 8 6 0. X 

,2). 



Elemente 



// - '■'. ' I, 



ber 



ebenen ©eomettte nnt) Stereometrie. 



Sär 






4 

®4>uten uttt) jum @elbflunterri4>te bearbeitet 



t)i5n 



Dr. |öh* |R filier, 

^tcfejfor ber $6Df!f unl» Xed^nolcdie an ber llniDerittiU ju ^reiburg im Sreiftflau. 






SDtit 141 in ben S^ert eingebrudften «^ol^fd^nitten. 



Zweite verbesserte und vemielirfe'''Aüffage;/'; . : 















ii^^:.' r r 



• • 



* < <t 



SStaunfc^weig, 



18 6 0. 



e^. 



PUBLIC u:n^^^^^ 



^O«. LWtOX ÄND 



Tic ^craudgabe einer Uebcifetung in englifc^er, franidf!f(it^cr unb anbeten 

mobernen ©prad^en n>iib vorbehalten. 






• • • 



> « • 









r < 



• » » 



93 r r c b c^ 



©n flrünbltc^eS ©tubhim Der Slaturwlffe nf^aften , namctttli^ ahtx itx 
$^9{it, i^, toU tot>f)l aQgemein anetfannt toith, ol^ue mat|ematif(|e 
IBotfenntnijfe ganj unmöglich, unb ))on mancher ®eite l^et I^Srt man 
bedi^alb au^ ben 9JlangeI beirfelben bittet bellagen. 3)a nun aber bo^ 
bie aRat^emati! faft auf allen ^ Jlg^eren S^ulanpalten 2)entf(|>tanb^ einen 
n^efentlii^en Zi)dl beä Sectiond))Ianed bilbet, fo fann ber t>et|&Itni§m&^ig 
geringe ßrfqlg bed matl^ematif4»en Unterrichtet laum in etn^ad Slnberem 
gefugt merben, aU in ber unjmedmä^igen 9lrt, wie berfelbe l^&uflg tu 
t^eilt wirb. 

S)er iBottrag ber matl^ematif<i^en 3)idci))Iinen wirb nimlic^ )>ielfa(^ 
alljtt abftract geH^alten, wa^ bie naci^t^eilige $oIge f)ai, bafi er nici^t nur 
für bie gtaturwiflcnf^aften tJoHfommen unfruti^tbar bleibt, fonbern baß 
er au^ bei ben ®^u(ern tint meifi fc^wer )u liberwinbenbe Slbneigung 
gegen ba^ mat^ematifd^e ©tubium l^ertjorruft. 

Sluffaßenbcr SEBeife treffen biefc aSorwürfe öorjugöweife ben geome^ 
triften Uuterrtd^t, w&^renb 3lrit^metil unb SHgebra ft^ meifl eines weit 
befferen ©rfolgeö ju erfreuen ^aben. 

5)le mat^ematifci^en SSorfenntnijfc, bcren man für ein gebeit^ti(^e0 
@tubium ber $1^9fi{ bebarf, finb, totnn ed ft^ ni^t gerabe um bie 
fc^wierigften gragen l^anbelt, weber fei^r umfangreich no^ fci^wer jugäng^ 
liefe. 60 bebarf nur »er^dttnigmä^ig weniger aber flar öcrftanbener 
©äfee, welche bur^ genügenbe Ucbung öollfommen geijliges ©igentl^um 
geworben flnb. Dabur^ ift nun ber SQBeg bejeic^net, welcher beim mat^e^^ 
matifcben Unterri^te befolgt werben xnn^, wtnn er frucfetbringenb für 
aßiffertfcfeaft unb Seben werben foll. ©ö i^anbelt fi^ barum, bie für ben 
logif^en 3uf«niwenfeang, für baö gortf^reiten in l^öfeeren matfeematifcfeen 
S)idci:|)linen unb für bie ))ractif(fee Slnwenbung uuentbel^rltd^en Sofern 
beiten mögli(fefl flar unb ))erjl&nbli(|^ ju entwideln unb burd^ geeignete 



SeifpieU ^ni einjuäben. 9lttgenbd xoixlt eine Ueberlabung an SJlatertai 
ttnb ein IBetlieren in ®))ecialit&ten na^^tj^eiliger «U beim matl^einatif(^en 
Unterrichte. 

3n biefem ©inne f)aU i<S^ e« »etfuc^t, bie mtc^^tigjien geometrifc^cn 
£idci))Iinen ju bearbeiten, unb jmar in brei S^i^eilen, nimlic(^: 

1. S){e @Iemente bet titntn Geometrie unb ©tereomettte; 

2. 5)ie eiemente ber ebenen unb f<)i^4rif^en 2;rtgono^ 
metrie; 

3. S){e @Iemente ber analptifcfien ©eometcie in ber (Sbene 
unb im Staume; 

mel(i^e {mar ein jufammengel^&riged ®anjed bilben, t»on benen aber boc^ 
aud^ ieber einjelne S^l^eil für fic^ belogen n>erben fann. 

S)ie beiben erßen S^^eile erf^einen gegenm&rtig in gmeiter Shtßage. 
2)ie erjie Sluflafle ber ebenen ©eometrie »ar im 3al^re 1838, bie erfte 
Sluflage ber ^Trigonometrie mar im '^a^tt 1839, freili^ in etma^ ntan^ 
geli^after Slu^flattung, gu S)armßabt erf^iienen. S)ie barin befolgte 3Rt^ 
tl^obe f)at {14} bei bem geometrif^en 1Xnterri<i^te , meld^er mic an ber 
ätealfci^ule ju @ie§en bid ju meiner Berufung naä) greiburg im 3a^te 
1844 übertragen mar, t^ortreffltd^ bemä^rt, inbem ed mir namentlich 
gelang, ben ©i^filern ein lebl^afte? 3ntereffe für ben ©egenfianb abjugc:; 
»innen unb bie erfrculi(^jlen ^^ortf^ritte ju erjielen. 

(Si ift »eber für ein »eiteret gortfc^reitcn in ber l^ö^eren Ü)lat:^e^ 
matt! no^ für ))ra{ttf^e ^umenbungen irgenb einer 9lrt gig^nugenb, bag 
man bie geometrifd^en SOQal^rl^eiten einmal erfannt unb )>erftanben i^at; 
fie mujfen burc^ erläuternbe ©eifpielc, bur^ ^)affenbe Uebungen gu einer 
lebenbigen Slnfd^auung erhoben »erben, oi^ne welche eine freie Sermen^ 
bung berfelben für bie ^totit ber SBiffeuf^aft unb bed geben« »ott* 
!ommen uumSgli(| ift. 

SBdl^renb in bem ^orliegenben SBerf^en bie SOtaffe bed !0lateriate 
in bem oben angebeuteten @tnne auf bad 9lotb»enbigfte befd^r&nft 
mürbe,, mar i^ bemüht, bie vorgetragenen Seigren auSfü^rlici^ genug gu 
entmtdeln, um aud^ beim ©elbftunterri^te }u einem t^ollfommen Haren 
SScrftönbni^ ful^ren ju fßnnen, »orauSgefefet, ba^ ber Sefer alle 6om 
ftructiond^ unb 9te(^nungabe{fpie(e mit Sorgfalt unb @enauig!eit audfu^rt. 

gür eine lebenbige 8lnf^auung flnb (SonPructionöaufgaben nac^ 
beftimmten 3Slaa^tn burc^aud unentbe^rlid^, unb bedl^alb ^abe i6) fie aud} 
in bem ganjen fflerl(ben öon Anfang an burt^gefü^rt. 9lur biirc^ fol^e 
aufgaben mirb ee mögli^, bet einem ieben ©a^e lauge genug ju tjer^ 



weilen, um il^n bem ®tH^M^ gel^Stig einjuptigen unb feine Sebeutung 
ind teii^te Si^t }U Je^n. @etabe biefe (Sonfhuctiondaufgaben flnb ed 
au(|», kDelc^e ibeim Unteni^te bie tege S^^eilna^me be0 <S^uIet0 l^ert)or^ 
rufen unb bcm Seilte? eine ßontrole bciröber bieten, »ie weit ber ®^iiUx 
in ba0 IOerftfinbni§ bed fraglt^en ®a|^ed eingebrungen ift 

Seim ©df^ulunfetri^te mfiffen biefe aufgaben »enigflena tl§>eil»eife 
naä) einem grSperen ^aa^^alt auf bet Za^tl au^gefäl^rt werben, mo^ 
nad^ bann bie übrigen bem l^auöli^en gleifle öberfaffen bleiben !6nnen. 

Ueber bie einielnen S^l^eile bleiben nur no<i& n?enige Semerfungen 
2tt maä)tn älrig. 

Dl^ne tn Sejie^itng auf Xenbenj unb SOtetH^obe etmad )u dnbern, 
^at bie jn^eite Sluftage ber @Iemenie ber @eometrie naml^afte Situ 
^efferungen unb eine mefentlic^e @rg&n)ung baburc^ erfal^ren, baf bie 
ttot|^»enbigfien feieren ber Stereometrie, xotl^t in ber erflen aujiage 
ganj fel^Iten, beigefügt mürben. 

@tn befonlerer SSorjug i^ ber neuen Sluflage ber @eometrie baburdb 
gefiebert, bag bie giguren nx^t allein ol^ne äJergleidj) beffer unb beutli(^er, 
fonbern auc^ weit ja^lreid^er jlnb, aU in ber erften ^ufliage, »aö t)or^ 
gug^weife bal^er rüi^rt, b<k^ tin groger 3;l^ei( imn lei(|>terei( S3erftänbni§ 
wefentlic^e giguren, »eld^e in ber er^en Auflage nur. cin^ übergroßer 
©parfamfeit weggeblieben waren, nun ii^re ©teile gefunbeu l^abcn. 

Dui;^ biefe »erbefferte 8(udftattung, burdj) forgffiltige Ueberarbeitung 
bed S^erted jinb burdb geeignete SludfüHung* man^er Süden, weli^e Ui 
ber ftül§>ercn Sluflage lebigKc^ bem münblici^en Unterri(i^te überlaffen waren, 
l^offe i^ ba0 \)orIiegenbe ®erf(^en ani) bem ©elbftunterrici^te jugänglidb/ 
fo wie bur^ ein t^ollft&nbiged $aragra))l^enregt{}er unb ein alpl^abetifd^ed 
Snl^oltdöerjeidjjnig jur let(ij)teren Dricntirung unb inm Kac^fc^lagen 
geeigneter gemacht }u i^aben. 

3ui -au«fü:i^rung ber (Sonfhuction«aufgaben ip ein JCrandporteur 
unb ein SDlaafljlab nJt^ig. Um eine befonbere Slnf^affung berfelben 
entbel^rli^ ju macä^en, jlnb ben »(Stementen ber ebenen ®eo* 
metrie« »bbrütfe eine« a;ran«porteur« unb einer üRaa§flabMafeI auf 
pärferem ^a)pitx beigegeben worben. 

2luc^ bie ©runbjüge ber JErigonometrie erf^einen, wie f^on 
bemerft, in jweiter aufläge, jwar tjerbeffert, aber ol^ne wefenttici^e aen^ 
berung. Die trigonometrif^en gunctionen ^abe i^ aU Sinien, ate 
bie Seiten ret^twinfeligcr Dretcde bcflnirt, in welchen eine Seite ber 
«Sngeneinl^eit glei^ i|i, weil biefe S)ePnition einfacher unb anf(^ault(ij)er 



vra gSorrebe* 



% 



{^ atö bie anbete, na<i& wel^iet fie aU Duotient )meter 3>tete(Id feiten 
bejeic^net metben. £)ie Sinie iß ein geoniettif^et begriff, ber Duo» 
tient ifl ed ni^t; bed^alb glaubte i^^ bie erdete S)efinttion an bie@pi^e 
ßeOen, bie letztere aber erft au^ ber Sere^inung ber gormein re<|ttt)in^ 
feliger 3)re{ede ableiten ;u muffen. 

Um bem @(|äler ni^^t mit jmei Sc^wierigleiten auf einmal ent^ 
gegen }u treten, l^abe ii) ancb bie Serei^nung trigonometrifcber. Aufgaben 
im 8(nfang olj^ne $lnmenbung ber Logarithmen bur^geful^rt unb laffe 
bie Qenu^ung ber Logarithmen txft bann eintreten, menn bie Leitet \>on 
ben trigonometrif^en guucttonen an unb für {i(| flar unb geläufig ge^ 
morben i% — ^ud bemfelben ©runbe ^abe ic^ au^ bie gormein, mel^e 
jur Seret^nung ber fel^Ienben Stdde ebener unb fpi^itifc^er 3)reie(fe 
bienen, erf^ DoDßdnbig aud ber rein geometrif^en 9etra<i^tung enhotdelt 
unb erfl fp&ter, ganj getrennt t>on biefer erften (Sntmidelung, folgt bie 
Ummanblung ber gormein, int^ n^elc^e biefelben für logarit^mif^^e fRt^^ 
nungen bequem gemaci^t n^erben. 

Seil ed im Slnfang immerl^in einige ©^»ierigfeiten l^at, na^ ebenen 
giguren fi^ ju einer richtigen ?lnf^auung räumlicä^er SSeri^SItniffc ju 
eri^eben, l^obe i(^ ber fp^ärif^en ilrigonometrie bie ßtiä^nun^ ber fflci^t 
beigefflgt/ au^ welken bie ben beiben «Hauptfiguren biefer Slbtl^eilung 
entfprec^enbcn fßrpcrlid^cn SKobeHe leidet l^ergefieHt tt>erben Mnuen. SKit 
»Hülfe biefer SDiobelle wirb njol^I bad 9Serflänbni§ ber entfprec^euben 
Sntmideluugen feine @d^mierig!eit mel^r ^aben. 

S)er britte Zi^tih bie anal^tifd^e ©eometrie, erfcbeint* jum erften 
SWale. 3^ »«^^ bei Bearbeitung berfelben bemüht, bur^ audfubrii*ere 
SSefprec^ung concrcter galle unb bur^b 6onftructionSbeifpiele na6^ gege* 
htmn ^a\)UntotxÜ)tn bie 1^itt ntn auftretenben Begriffe jugänglicber ^u 
ma^en, al0 e§ gctoö^nlic^ gef«^ie^t. ^6) glaube namentlid^ auf biefe 
SBeife eine 33rü(fe gebaut ju l§>aben, »elci^e ben Lefer über bie ®^tt>tcrig^ 
leiten l^inwegfu^rt, bie jic^ i^m meip beim eintritt in ba§ ©tubium ber 
^ö^eren geometrif^en S)idciplinen entgegenfteQen. •) 

£)er analptifc^en ©eometrie iß bie ßti^nnn^ bed 9le^ed beigegeben, 
au^ n^el^em man bad fSrperli^e (Sd l^erftellen fann, mel(i^e^ burcl^ bie 
pofitioen S^l^eile ber brei Soorbinatenebeuen gebilbet wirb. 
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(Einleitung. 



Korper, Flttohen und Linien. S)ic ©eometric bcf(!j>dfHflt |l(^ mit 1 
^ben fftaum^xi^tn. 3)ec Staunt ifl an unb für JHä^ unenblic^, ntnb mä^ 
üUtn Sti^inn^tn f)in audgebei^ni 

(Sin btgrinstet Kaum i^ei^t ftSt))er. (llntetfc^ieb itt)if(!^en einem 
matl^emat{f(!^en unb ))]^9fif(!^en ft5t))et.) 

SDie Ä8r<)et flnb butc^ %Uä)in, bie glÄ(!j>en bnxä^ Sinien, bie Linien 
butcj> ^punlte begtftngt. 

£ut(^ Semegung eined ^unfted entßel^t eine Sinie, buxä) fBetoegitng 
ber Sinie eine SIi(^e, bnrc^ Semegung ber ^dc^e ein ASrper. 

Set fßunft l^at gat leine Sudbel^nung. Sie 2inie ^at nur tint 
SCu^bel^nung, nimliä) SAnge. (®inb bie mit SIeiftift auf ^apitx gego^ 
genen Sinieii mirlli^e mati^ematif(!^e Linien?) Sie %l&ä^t l^at iwti 3(ud^ 
bel^nungen: Singe unb Sreite. Ser ftdryer \^ai brei 3(udbel^nungen: 
Singe, Greife unb ^ifft. 

SBenn ft(^ ein $unlt fletd na^ berfelben Stiftung bewegt, fo be^ 
fc|>reibt er eine gerabe Sinie. 

Sie gerabe Sinie ifi bie fürjeftc (Sntfernung gmif(!j>en gmei ^punften. 

Suni^ }tt)ei fünfte iflt bie Singe unb bie dHä)ivin% einer geraben 
Sinie )>Dafiinbig beflimmt. 

9Benn bie Stici^tung, naä) wtl^tx ft^ ein^unft bewegt, eine fletige 
^enberung erfibrt, fo befc^reibt er eine frummeSinie. @d giebt urif 
{il^lige Slrten t>on Irummen Sinien. 

Swifc^en }mei Ißunften laffen {i(|i ungil^lig tneie frumme Sinien 
iie^en. ♦ 



4 ^tnleitung^ 

SBie man bie Linien in gerate nnb Irnmme eint^eilt, fo t^eiU man 
bie ^id^en in etene unl Irumme. SBenn man in einer %lä^t irgenb 
}tt)ei fünfte benimmt ^ai, fo !ann man fie ftetd bnrdS^ eine gerate 
2inie )>erbunben benfen. gdOt nun biefe gerabe Unit fttf^ mit ber %iää)t 
2ttfammen, wie man au^ bie fpunfte mäl^Ien mag, fo i{^ bie %l&^t tim 
ebene, ifl bied ni(!^t ber gaO^ fo ifi fie eine frumme. 

2 Ebene Figuren. ®ine bur^l gerabe ober frumme Linien begrfingte 
ebene gld^^e. i^eifit eine ebene gigur. Die ebene ©eometrie bef^Äfttgt 
{i(i^ nur mit ber Betrachtung ebener giguren. 

Sllle buxd) gerabe Linien begranste ebene Figuren fann man mit 
bem gemeinfci^aftlic^en fflamtn Siele de bejeic^nen. 9ladS^ ber ^njabl 
ber ®rinslinien nennt man fie S)reiede, Sierede, ^Anfede u. f. m. 

Unter ben bm^ Irumme 8inien gebitbeten ebenen giguren lann 
in ber Glementargeometrie nur^ ber ftreid betrad^tet werben. 3)eT 

ftreid iß iint ebene gigur, totl^t 
^* . bie (Sigenfci^aft i^at; baf ed in bem^ 

felben einen Sßunit c (gig. 1) giebt, 
wtlä^tt gleid^ meit i)on aQen fßunften 
ber Irummen iBegr&nsungdlinie ent^ 
fernt i% 3)iefer ^unlt ^eipt SRittel^ 
))ttnft ober Zentrum. 

3ebe )>om (Sentrum naä^ bei 

IBegrin}ungdIinie ' gezogene .©erabe, 

wie ac,^ei§t<!^albmeffer ober 9ta^ 

bind. Mt Stabien beffelben ^eifed 

{inb einanber gleic^. 

5)te Irumme S3egr4ngung«Hnie t^eifit fperi^)t)erie, Äreidlinte; 

tidtoeilen wirb fie au(^ blo| mit bem Flamen ^reid begei^net. ^u^ 

bem 3ufammeni^ange ergiebt ^ä) Itiä^if ob mit bem ©orte »Ärei^« bie 

fperi^)^erie, ober bie t>pn ber 5peri<)l^erie begrängte gW^^e gemeint fei. 

(Sine gerabe 8inie, wel(^e ivoti fpunfte ber ^ttip^txit öerbinbet, wie 
bd, ^eift ®e^ne ober ßl^orbe. ©ine burdS^ ben SKittelpunft bea «reifet 
gel^enbe Seltne, wie«/, i^eift Diameter ober Dur^im^ffer. DerDur^^ 
meffer ift bo^rit fo lang, ate tin 88abiua. 

3 Längenmaasse. @ine gerabe i^inie meffen, t)ei§t j)e^en, wk oft eine 
8inie »on befannter 84nge in i:^r enthalten ift, Dicfe befannte Wnfle 




(Jintcitung* ; 5 

nennt man bad 3Raa§. iSin iintal, ein <Siah, ein ®t&(t^apitx u. f. m., 
auf welkem man folc^e ^aa^t aufgetragen t)at, ^eift SDlaaf flat. 

3)ie ^in^eit bed Sängenmaaßed if^ ni^t in aOen eAnbetn biefelbe. 
@d ifl aber &on ber gr&ften S0ßi4)tigleit, bie Längeneinheit fo gu beftim:^ 
men/ ba§ wenn bad !Dtaa^ auc^ ganj unb gar verloren ginge, man boä^ 
bie 8Ängeneint)eit ganj genau auf biefette SBeife wieber aufflnben lönnte. 
liefen äJort^eil ber Seftimmung ^at nur bad neuere franjdflfc^e 3Slaa^f 
f9ftem. 

3)ie @in^eit biefed SDlaagfi^ftemd if) gemiffermagen ber Umfang eined 
grd§ten ^reife^, weldS^en man fi^ burc^ bie beiben $oIe ber @rbe auf 
i^rer Oberfläche gejogen beuten fann. 3)entt man {id^ bie ^nipf)txU 
biefea Äreife« in 40 SKiflionen ^Ui^t Steile get^ei«, fo ifl bie 8änge 
eined fot(|ien j;]^eiled ein SDleter. Vio°*= 1 35ecimeter, Vioo°* = 1 Centi^ 
meter, Viooo"" = 1 SJliUimeter. 

auf ber ber Seite 6 gegenuberftei^enben Safel jinb mel^rere 2Kaaf ftÄbe 
jufammengefleBt, unb gwar ift ber oberfte tin Üentimetermaagjlab. ©ad 
äugerfte Zentimeter linfö ift nod^ in 10 SJlillimeter getH^eitt. 

5)ie gu§maage mehrerer Sauber jinb t>on bem franjöjif^en 3Jleter^ 
maa§c abgeleitet, fo ift j. ö. ein babif(^er ober fc^weijerifc^er gu§ gleich 
3 5)ecimetern. S)a nun ferner biefer guß in 10 Soll, ber 3oIl in 10 iU 
nitYi get^eitt ift, fo ijU 

1 bab. ober fi^weij. gug = 0,3 2Reter = 3 SDecimeter, 

1 » ». • ßüH = 0,03 » = 3 Sentimeter, 

1 » , • ginie = 0,003 » . = 3 aKittimeter, . 

wie ed f{(^ auc^ aud S$erg(eic^ung bed oberften unb unterflen SRaa^ftabed 
ber 3Jtaa§tafel ergiebt. 

Sei fämmtti*en Älteren gußmaagen ift ber gu§ in 12 ßoH, ber 3oH 
in 12 Iginien eingett^eilt, unb bedl^alb werben jle bur$ ben Flamen ber 
Suobecimalmaa^e )>on ben neueren 3)ecimalmaa$en unterfc^ieben. 

3n ber folgenben Sabeße ift bad ®rJ§enöerl^ältni§ ber wichtigeren 
unter ben älteren gu^maafen jum 5Ketermaa§ bia auf 5 a)erimalftellen 
genau angegeben. 

1 ö'^oß^ergogli^ H^efjlfdSier gu§ = 0,25000 2»eter, 

1 fä(|iflf4)er gu§ . . . . = 0,28319 . 

1 braunfc^weigif^er guß . . = 0,28536 » 

1 wurtembergif^er gu§ . . = 0,28649 » 

. 1 bairif^er guf . . . . = 0,29186 » 
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f. 



M^iinndöerf^r gttj . . . = 0,29209 SDlctct, 
. 1 eniittfcfter (rufflf(^et) gwß . = 0,30479 i. 
1 nl^eittWnb. ober »)reu§. gut = 0,31385 » 
1 öflemi^iW« gu§ .. ;.' . r=i 0,31610 » 

1 »»arifer' gu^ = 0,32484 . 

^n grog^crjpgHc^ J)cfjif(ic, bct tvMrtetjiHcfttWl^e unb bcr bobif(fec 

gu§ ßnb inlOäoflc, flct^eilt, wä^rrnb alle oiibeten J)irob|etmaIma(tgc jiiib. 

9{ai^ btefen Angaben bereci^e bet@(^ä(er, mie ))iel 3Riflimeter 1 preu^: 

^ifc^et, 1 |>(^fer u, f. m.,3oH enthält, unb wflleiiib« bte SRefuUate mit 

ber 3}Iaapabdiabene. auf ge^euuberftel^euber @ette. 

aufgaben. 

• » • 

6' 7" 3"' alted j)anfer SKaaJ — wie öiel na^^ 3Retermaa|, »ie t)icl 

na(|^ englifdi^em ^^^% u. f. m.? 

72,38 2Keter — xokt viel gug, 30? trnb önkn na(^ pte«gif4)em, 

filtern fmnjöPfc^en u. f. m. ÜJlaag? 
©rötere Sängenmaafe jinb: 
a:oife .......'.. = 6 <)atifer guß, 

gaben . = 6 euflUf^e gu^, 

preugif^e Stutze . ,, . . . =12 preu§if(^ gup, 
äfietrei^if^e «lafter . . . : = Q öffeuci^ifc^e guß, 
babifc^e Kut^e . / .'. . . =. 10 babifc^e gui 

Decametet . =10 aJlcter. 

Die mid^Hgftcn SJleilenmaage flnb: 

5Kiriameter = 10000 SKeter, » 

beutf(^e über geoörapljif^e SKeile — 22842 par. gu§, 
eufllifd^e !8anbmeik . . . . = 4957 • » 

, » . Seemeile --= 5710 » • 

rufjifd^e SQBerji = 3285 » u 

örie(|)tfd^ed ©tabium ._....-= 571 • • 
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$on t>m Stnfcin. 



93ott bett Sßinfeltt. 




Definition iind Eintheilung der Winkel. S)ur^ einen $unlt 4 
fonnen ttnjd^Hö \)tele gerabe Äinien flejoflen werben, »eltij^e ffimmtli^l 
oerf^tebene Sltd^tungen l^aben. 

^niä^ einen fpnnf t f önnen feine jwei getabe Linien gejoflen »et* 
ben, welc^ gleici^e 8ti(^htng l^aBen. 

fflenn jwei getabe Sinien a6 unb ad (gij. 2) bnrc^ einen unb 
gj^^ 2. benfelben fpnnft a gelten, fo !ann 

man {i(^ bie eine i)on beiben Linien, 
j. 8. a6, nm ben ^unft a in bet 
ebene bet gignt fo »eit flebtel^t (ge^ 
fd^wenft) benfen, bi« jie mit ac gn^ 
fammenfäHt. Die ©tö^e bet 5)te* 
l^ung nun, mel^e ndt^ig ifl, um bie 
Sinie ab in bie Sage ac ju bringen, 
nennt man SBinfel. S)a bie'@td$e bet 3)tel^ung ))on bet Sänge bet 
Stnien ab unb ac unabl^ingig ifit, fo inbett fi(^ aud^ bie @td$e bed 
SBinfeld nic^t, man ma^ bie ben 9BinIeI bilbenben Linien ab unb ac 
no(^ fo fe$r öetldngctn ober- öetfütgen. 

iDie beiben ben SBinfel bilbenben ®etaben i^ei^en ®(^entel, bei; 
beiben ©d^enleln gemeinf^^aftlic^e $unft Scheitel bed SBinlel^. 3Ran 
benennt einen ®inW auf gweietleiSQBeife. (Stflen«: mittelfi bet bxti^uä)^ 
ftaben, welche bie @nb))un!te bet beiben ®(^enle( bejeic^nen, mobei abet 
tmmet bet©u(^ftabe in bieSWitte ju feften ijl, bet an bem ©(Reitet fleljit;. 
fo ^ei§t J.8. bet ffllnfel in obenpe^enbetgigut bac obct ca6. »Swei;* 
tend: burc^ tintn einjigen 99u(!^flaben , welchen man iwi^ä^tn bie 
Stbenfel be^SQBinfete feftt; fo ifi j.». betSDBinfel in betgigut butcj) ben 
Sttc^^ftaben a begei^net. 

3)lan lann jic^ bie ?inie ab (gig. 3 a. f. @.) in einet ebene fo 
meit ^m ben $unlt a i^etumgebteij^t beulen,* bid fie wiebet* in il^te 
tttfptungli^^e Sage fommt. J&at man jle nur um ben oietten %f)til bet 



8 5Bon cen SBiiilelii. ^ ' 

flanjeii UiubK^uitg gebiegt, fo fommt |ie in W «agc nc. 35ietit man 
^c UDH bei ^agf uc attd nbcimalä um eint iSicrtelumbrtfiuug, \o tDmmt 




«ig. 5. Sig- 6- 

^ J 

fle in ble fiagf aii, b, ^. in bie 93erlängeTuns bet urfprfiiiglii^eii Sngc 
afc. ®iii(el wU cab unb carf, beren jebet tin aUicttel bei gaiijtn Ums 
breliung ktriigt, Iicigeii teci^te ^infel. 

StlU retJite aBinfel finb einanbet flUi^l- 

@int gtrabe Sinie, »eldfe auf einei anbtien let^ihvinftlig fte^t, ^eigt 
ein $etpcnbil«l. 

Sag tinfa^ilt ÜRittei, beffen man fiit) bebitnen fann, um reifte 
5S)intet (u {tif^nen cbet auf einet, flegebtnen fletnben *inle ein ^«pen: 
bilcl ju etiii^ten, i^ bei fogtiiannte led^le Eintel, b. i). tin genjü^iu 
Iti^ »on j^olj auSgefü^iieö «(^twinfeligeä 3!)teieÄ, roie bewu in gig. 4 
unb in gig. 5 borgcfletlt ftiib. aHetallene (intift eiferne) redile ffliutcl 
oon bei gurm gig- 6 lueiben "ffiiii(el^a(en genannt. 

(Sin jebei aUintfl, roet^er tleinet ift a\i ein re^tei, Reifet ein fpißet; 
einSffiinfel, melier gtö^ei ifi nlä ein «t^tet, fieigt ein ftumpfet Sßinlel. 



\ 



3Son ^en SBinfeln. 9 

Neben- imd Scheitelwinkel. aScrläuflctt man ben einen ^c^enfel, 5 
ctma bcn ©c^enfel ab, eine^ 3ßin!eld x Cgtg.T) über bcn ©(Reitet ^in=^ 
avi^, fo entfielet ein jweiter fflinfel y. 5)iefc beiben ifiJinfel ^aben üntn 
©cbenfcl ad gemeinfc^aföic^ ,' bie beiben onberen ^(^cAfel ab unb ac 
aber bilben eine flerabc 8inic. @in fol(^e^ SBinfelpaar fft^rt ben Slamen 
9lebentt)infel. SRebenwinfel betragen jufammen eine ^albe Umbre^unG 
ober mit anberen SBorten: SRebenwinfel fifib jufammengenommcn 
(jUid^ gwei Siechten. 3ft einer ber beiben SRebenwinfel ein. fpifrer, fo 
mu§ ber anbere dn ftumpfer fein unb umgefe^ri 

«ig. 8. 





a 



aSerlängert' man bie beiben ©d^enfel /ine« ffiinfel« a (giß. 8) über 
ben ©(Reitet i^imu^, fo entfte^en nod^ brei SBinfel y, z unb t\ alle 
öier ffiittW, wet^c tim ben Durc^fc^uitt^punft ber beiben ©eraben 
herumliegen, betragen jufammengenommen ^ier SKed^te. 3e jwei biefer 
SBinfel, wet^e nur ben ©^eitcl gcmeinfc^aftticb. ^aben, »ie z unb an, y 
unb/, ^ei§en®^eitelroin!el. ©d^eitclwinfel finb einanber gteic^, 
bcnn 

1/ + ^ = 2 5Ä. ' 

alfo aui^ - , ' 

y J^ X = y-\- z, 

worauf folgt, baß 

@bcnfo lägt jt(^ geigen, bap 1/ = if ift. 

Wij[ikelmessung. (Sinen ffiinfel mcffcn, ^ei§t it)n mit einem 6 
äBinfel i)on befannter ©röge öergleitj^en. %\^ uny^eränberlic^e SBinfe^ 
iwx^tii fann mau am iwecfmä^igftcn ben regten SOBinfel betrachten, ben man 
\\\x leichteren SSergleid^ung in 90 gleiche Sl^eik get^eilt [^at, »ejc^e^ 
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btn Starnen @iat)e fä^nn- X)i( @)rBgt btc Dk^unq, idcI^ nBt^tg tfl, 
um einen aSinlcI odr einem 0iab (1°) ju erjtugen, wirb alfo dOmal 
wiebeiftolt einen le^ten SSinfel btlben. «in «eab ifl Vm btt Siertet^ 
umbit^ung, Viso ^''^ ^oliwn Umbie^ung unb Vsso ^^^ ganjen Umbies 
bung. 3eb(T 0tob ij) in 60 3)linuten O, jebe Wlnute in 60@ecun^ 
ben geteilt. 

ßitt ^fhumeut, wel^e« bajii bient, SSinfel, iveltfie auf baS $a))iei 
gejcit^Rct flnb, ju melfen, ob« genannte Sinhl auf baS $a))iet aufgu: 
tragen, t)ei§t Traudpoittui. 

^t Hianivo^ttui i^ gewS^nli^ ein ^Iblreid, bejftu Umfang 
in 180 gleidie, ben einjelnen @raben entfpie^Knbe 3^eile giet^KÜt ifl, wie 




Sifl- 9 Jtig'- ^i" ^"" Dutdjmeffet, »eiltet ben ^albftelä einerfei« be= 
gtAnjt, if) ber anittel))unft beS Stztiibc^taS ntaiüit. 

Um einen Siinfel ju meffen, legt man btn Xmii^meffei bee 3^ianS: 

g{f,. 10. potteuts^lbfieiftg fo 

I an ben einen S^enlel 

I bc« Sinleld, bag ber 

I 9Rittel))unttbed3;eand=^ 

I poxtmiiaafitn®^tU 

bed SinlelS }u 

I liegen tommt, mic^tg. 

10 nnb gig. U et* 

j Wufetn, «nb lieft aW 

I bann am get^dlten 

]gen bee äitanSpoi;« 

teure ab, mobei man abtx wn bem ®(^enM an, an melc^em bei; X)ut^f 
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mtfTct bcfl Xianäppirteura angelegt iil, fltflcit bett attbein I)in jd^tt; fo 
nigt b« aßinM boa (gifl.lO) 63S b« aDinftI dfy (gifl-ll) mißt bo« 
gegeti ll?«. 

g)a« OTeffen b« 

I BtnM i^ gehörig ein« 

jujilitn, e^e man weiter 

3(i tlnmol baä 
I ^Ointeluitjfen s*M>^^ 
I eingeübt, fii bebaif bai 
1 Stuftmgen von äBin^ 
I fein feinet meittien 
I SifMtung. 

3m Hebung tiagj 
man SEinfel »on 23», 57», 73», 87o, 112» 163» n. f. ». auf. 

©tatt bei genö^nlii^ in STIefflng obti {tum auSgefä^Tttn XtanSfet' 
teuee lann man au^ einen auf ^apitt gebmdttn annenben, ucnn bei» 
fetbe längd bei geiablinigen mie bei ^a{t>rieigföimigtn ©ranje ge^diig 
auägef^nitten ifl; ti jlnb beä^alb biefem 9A($Iein me^ieie abbiüdt 
btefed 3!ranet>oileuia auf flditeiem ißapiei beigegeben. 

ParallelUnien. 3fl bie Sage einei Sinie ab (gig.l2) gegeben, fo 7 
miib bie Stii^tung einer anbeten Sinie cd bui^ bie ciei äBinttl u, v, ai 
unb 3 beftimmt, ueldie bieSiniect^mit 
• ab maäft. 5)iefe oiei ffllnfel finb abet 
fämmttid) f^on babnri^ be^mmt, 
bag einet berfelben gegeben ifl. — 
Sine anbere «inie «/ bilbet mit ab 
bie »iee 3Öl«(eI z, y, r «nb t. 3)ei 
SBintel y entfptii^t feinet Sagt na^ 
bemSinfel x; ebenfo flnb / unb u, 
t unb s, r unb c entfpteilienbe SBina 
W. — 3|i nun einet bet »ieifflinfel 
z, y, T unb (, (. S. bei ffllnfel y, 
feinem enlfpiei^enben SDinlet x glei<^, 
fo flnb au4 bie übiigen tntfptedienben fflinfel gleitfe, b. (. uenn y=x, 
fD ijl noi^roenbig au* z = u (benn wenn -bie fflinfel x unb y gleii^ 
fii^bi fo muffen efi au(^ i^te Jlebenminfel fein), r = o unb t = s. 



gtfl- 12- 
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SBon ben SBinfcIn» 



ffieiitt aber bieSinfcl, welche ef mit ab Hlbct, ben burd^ bic Linien 
ah unb cd gcbitbetcn entft>tc(^enbcn SBinfeln glci* finb, fo ift bie 9M(^^ 
tung bcr Stuicn cd unb ß/ auf gleiche SBßcifc beftimmt, ober mit 
anbcrctt ffiortcn: bic ?inicu cd unb ß/^aben gtctcbc 3?id^tung. 
®oI(ibe Linien aber, »eli^e gleid^e Sttcbtunfl \iixh%% feigen ^P.arallcU 
Unten. 

e^ ift bemna<^ teiAt, ^araücHtnien mit ,&ülfe bcä 5:ran6porteurd 
ju jic^^en; man ^at nur Linien jn conftruiren,. wel<^e bcnfelben ffiinfel 
mit einer (^^z^t\itxit\\ 8inie mac^cu; fo werben fie fämmtlicb unter einanber 
paraBel feiit §3equemer ift e^, parallele «inicn mit ^ulfe elne§ regten 

gig. 13. SQSinfete (b. \ tvxt^ red^twinfeli^ 

gen Dreted^ \)on. J&olg ober SKe^ 
* \o\K) JU jie^en, benn xavxxi man 
t\xi fol^ee (gig. 13) CiX^. einem 
«ineale ^k unb l^er ft^tebt, fo 
Pub alle %(x(^txi^ wet^e eine unb 
biefelbe St(\x{it, annei^men fann, 
unter einanber parallel. 

5)a burd^ einen ^ünft feine 
gwei Linien ge^cn fSnnen, meiere 
gleicbe Sfli^tung ^aben <§. i), fo 
föniien ^arallellinien feinen ^unft 
mit einanber gemein ^aben, ober 
mit anbeten ©orten: paraMe Linien können fic^ nie fdbuciben, man 
mag fie no(^ fo fe^r verlängern. 

8lu« ber ©teid^l^eit ber entfpred^enben SSinfel, mel^e jwei parallele 
- Linien mit einer britten anbercJ gerichteten bilben, ergeben jl^ fotgenbc 
wichtige Regierungen. 

S)ie beiben SBinfet ä? unb -?, gig. 12; »elc^e innerl^alb ber beiben 
^araKellinien auf berfctben Seite ber 'Sinie ab liegen, %t\%t\i innetc 
@egeijtt)infel, unb flnb jufammengenommen gleicb 'jtoci Siechten, benn 
^ 4- 1/ == 2 a«. (§. 5), alfo ^yxi^ z -\- x = 2 di\ ba ja x = y. 
5)ie SQBinf cl s unb r flnb ebenfatt^ innere ©egenwinfel unb jlnb • alfo 
ebenfang jufammengenommen gleid^ jwei [Rechten: 

Die beiben fflinfel x unb r, welche, innerhalb ber beiben parallelen 
Linien unb auf öerfcbicbencn Seiten i)on ab liegen ; ^ei^en innere 
Söe(3^feltt)infel. (Sbcnfo ifl s ein innerer SBec^felwinfel \)on Zj> 3tt^ 




SSon ben aBiitfeln. 
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nrre ffleci&felwittfcl finb etnanbet flleic^, benu a = y; ba aber 
r = 2/ (8. 5), fo muj au(^ a? = r fjpin. ebcnfo I4^t ji^ getftcn, ba§ 

s == z. 

3)ie betben ffiinfcl u imb ^ jinb äu§crc fficc^fcImtnfeT; cbcnfo 
V unb y. 3)ag äu§ere SBec^felminfel einanber ^Uid) finb; (ä§t {i(i^ ^erabe 
ebenfo bcweifen, »ie bie ©Icid^^ett ber inneren SQSec^fcIwtnfel bcwicfen 
würbe. • . ' 

Der Winkel zweier Linien, welche mit den Schenkeln eines 8 
Winkels parallel oder zu denselben rechtwinkelig gezogen sind. 
(Sine golge aud §• 7 ifl au* , ba§ ber SQSinfel y (gifl. 14) bem SBinfel 
X glci* fein muß, »enn jeber'^d^enfel be^ SBinlefö y einem ©c^cnlel 
be« fflinfeW a? parallel ift. 2)ett ©ewei« mag ber ©c^üter felbft aufflnben. 





(Srricibtet man im @(|)eitel bed SSBinfete /p (gifl. 15) auf jebem 

®*en!el biefed ffiinfel^ tin ^erpenbifel, fo ift ber SBßinfel y, mlAtn 

bie beiben Ißerpenbifel mit einanber machen, flleicb bem ®infel a?. 

SScwei«: 

a -\- t = 1 m. 

2/ + < = 1 $R. 
nlfo X = y. 

(SBie mu§ ber ©cwei« flefül^rt »erben, wenn ber gegebene SGBinfel 
X txM fium<)fer ift?) 

S)arauö folgt nun allgemein, b'ag jwei Linien fg unb hi (gig. 16 
a. f. ®.)# »on benen jebe auf bem einen Sd^enfel be« äBinfet« x itön^U 
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Sem X)rete(f. 



loinfelig ftelbt, fi4^ tttiUt einem SBinfel y ^d^nühtn, totUbtt bem SBintcl 



»0. IG. 




tX/ 



/p (leidSi ifl, menn fle aut^ tttci^t 
burcl) ben ®<^eitel bed 9Binf el6 ^ 
gelten; benn litffi man burib ben 
©freitet bed ffiinfeld « {»ei iu 
nten patallel mit fg unb At, fo 
metben biefe einen äBinfel z mit 
einanber macben, ber bem Sinfd 
y gleidSi ifi. ^a aber nun, mit 
eben beriefen mutbe, biefet SBin^ 
M z^Zx ifi, fo ifl mii 4y 
= 2i.x. 







3n)eited Jta))itel. 



9 Die Winkel des Dreiecks. (Sin ^teied i^ eine t)on btei ge^ 
taben Linien begTAnjte ebene Sigut. > 

ein ^reied l^at btei (Sdpunfte unb btei SJinfel. 

'3)ie btei fflinfel eined S^teiedd finb jufammen g(et(^ 
jmei Sterten. 

©emeid. VRan jiel^e mit irgenb einer ber btei Seiten be« 3)tei^ 
edd butc^ bie i^t gegenfibetliegenbe ®pi^ eine Sinie ))ataQeL 3)abut4 
entfielen {»ei neue Sinfet 8 unb t ($ig. 17). ybxn abet ifl, mie leicht 
bewiefen metben fdnn, « -|- a? -|- / = 2 81.^ foTglidSi mu§ auc^ J/ + ^ 
4- ^r = 2 ». fein, »eil y = « unb ^r = < (atö fflec^^felwinfel). 

@inb bemna(b in einem ^tetede i»ei 9Bin(eI befannt, fo finbet 
man ben ^ritten, »enn man i^te ®umme oon 2 Steckten, alfo oon 180<) 
abjiel^t. 



SBom Sretedf« 
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3(itd bem eben bewiefenen (Sa^e folgt attdSi, bog wenn fl<| in einem 
SDreietf ein red^iter ober ein ^m))feT SBinfel befinbet, Ue beiben anbeten 
notl^wenbig fpi^e fein mäffen. 

ÜRnn nennt ein S)reied f)>i^n)in(elig, menn aOe bveiSBinfel fpi^e 
^nbf redSitwinlelig, wenlt ed einen ted^iten, unb f}um))fn)inlelig, 
wenn ed einen finmpfen SBinlel Bat. 

Sig. 17. gig. 18. 



v:> 




SSerlAngett man irgenb tint ®eite eined 3)teiedd; fo entfielt ein 
aittgcnwinlel t (gifl. 18), »eld^er fo flroj ifi, »ie bie beiben inneren 
i^m gegenübetfiel^enben SBinfel a unb y jufammengenommen. 

eemeii^: 

< -j- ;? = 2 f»., 

»oröttd folgt, ba§ a? 4" J = '• 

Construotion des Dreiecks nach drei gegebenen Bestünmungs- ]0 
stücken, (Sin 2)reiccf ifl bejHmmt, fobalb bte 8age bet brei etfpunfte 
bejtimmt ifi. 3fi bie Sage ber ed^junfte nid^t unmittelbar gegeben, fo 
fann {!e mittelbar bur<| bie einzelnen Seftimmung^ßficfe bed IDreiedd, 
b. ^. burc^ feine Seiten unb SQBinfel gegeben fein. (Sd jlnb l^ier fünf 
pQe ju unterfc^eiben, meldte i^rer großen SOßid^tigfeit wegen audffi^rlicb 
bctracbtet werben follen. 

I. 6in S)reied ift beftimmt, wtnn fHne brei ©eiten ge^ 
geben finb. 

a)ur(|r eine ©eite rs (gig. 19 a. f. ©.) jlnb fc^on gwei (&d}pmUt 
^reiedd gegeben. 3ift auger biefer ©ette>au(!^ no(^ bie Sauge ber 

V 
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9}oin !£)rete<f. 



®e{te gegeben, mel^e in r mit rft iufammcnttip, fo ift babntc^ bie ^a 
bingnng anögefpt9c()en , ba^ bet britte ^(fpunft t um bie £&nge tiefet 
{meiten gegebenen Sinie t)on bem Ißnnfte r en^fetnt fein mu§, baf er 
atfe auf einem ftreife liegen mu§^ beffi^n 3Rittel))unft r, unb beffen 9{a^ 
bind gleich biefer gmeiten gegebenen i^inie ift. S)ur(!^ biefe beiben ©eiten 
ifi aber offenbar bad ^reiecf nod^ nic^t beftimmt; mei( man )a ben britten 
@cf)>un!t noei^ wiOfärliiib auf bem um r gezogenen jtreife midien !aun. 
3p aber nod^ bie 8ange ber britten Seite gegeben, fo ift baburc^ no(b 
bie Sebingung audgcfproc^eu, ba§ ber ^unft t an^ auf einem Ärcife 
Hegen foB, beffen SKittelpunft «, unb beffen 8labiu6 glei^ biefer britten 
®txtt ifl. S)er gefucbtr britte $unft mu$ alfo auf bem Sur^^fc^nitte^ 
^puntte t ber beiben Greife liegen. 

19. gig. 20. 




r -.:_ 



Js 




a5a fidSi bie Äreife fowol^l über atö unter r« f(|neiben, fo Wßt fl(^ 
bad verlangte Dreietf fo»o^l über aU unter rs conftruiren. ßm Uiil' 
teren Orientirung motlen toir annt^^mtUf ba§ bei ben folgenben 3(ufgaben 
ftet^ eine ©eite, bie wir a ntnntn woBcn, »agered^t liege. S)ie ^eite 
linfö foH bann ftetö 6 , bie red^t^ ftetS c genannt »erben , wie man 
gig. 20 fic^t. 2)ie brei SBinfel ber Dreictfe foKcn im folgenben ftetö 
mit benjcnigcn großen ©ud^ftaben begeicbnet werben, weld^e mit ben 
. f leinen Suci^ftaben ber gegenüberliegcuben <Btiit gleichnamig flnb; ber 
obere SQStutel fofl alfo mit A, ber SQSinfel linfö mit C, ber ffiinfel re*tö 
mit 23 bejcic^net werben. 

dlai) biefen ©rläuterungcn werben bie folgenbe« 2lufgaben \)erftäub' 
li^ fein. 

®c(bö 5!)reiccle ju conftruiren, für welcbe 



?Bom t)med. 
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a 


b 


C 




a 


h 


c 


1. 


2" 


2" 


2" 


4. 


9 cm 


12cin 


15cm 


2. 


2" 


8" 


8" 


6. 


Gern 


9cin 


12cm 


3. 


8" 


2" 


2" 


6. 


6em 


5ciii 

* 


9cm 



9Be((^ed 3on»^<i<(§ w^n bei ben brei erften Aufgaben aiuDcnben wid, 
tfl olek^gultig. IBei ben brei legten 9(ufgaben ift bie gegebene @eiten« 
lange in Zentimetern andgebritdt. 

SBenn biefe 3)reie(fe conftrnirt flnb, meffe man afleSBinfel. ffield^e 
tiefer S)reie(Ie finb fpi^minfelige, wel^e recf)tit?in!elige, wetci^e 
ftumpfwinfelifle? 

SOenn afle brei Seiten eined 3)reie(!d einanber gleich ftnb, fo ]^ei§t 
eö gleic^feitifl, flnb nnr jwei Seiten einanber gteic^, glei^fc^enfelig, 
ift feine ©eite ber anberen gleich, nnglei^feitig. SBcIc^e ber conlhniri» 
tcu fecfed a)reie(Ie jlnb gleic^feitifl, welche fllei(^f(^en!elig? 

(9lac^ bem ?Dlnfier bicfer fönnen iwc^ me^r Seifptcle l^ingnflefugt 
werben.) 

Da bnr^ bie brei Seiten ein I)reiecf ooUftdnbig bcflimmt ift, fo 
fann man aud brei gegebenen Seiten anc^ nic^t {wei )>erf^iebene S)rei^ 
ec!e conftruiren. ßonftrnirt man mit benfelben brei Seiten gwei 2)reiecle, 
fo mniJen beibe einanber gleich fein. Kann man nac^meifen, ba§ jebe 
Seite ViXit^ Dreied^ gleid^ ift ber entfpre^enben Seite tiwt^ anberen, fo 
fann man bemnac^ baraud f(^Iie§en, ba^ bie ganzen IDreiecfe, mithin 
m^ bie entfpred^enben SBinfel gleich fein mäjfen. 

Sinb gmei ber jnr ßonflrnction eine^ Dreietfi^ gegebenen Seiten 
iufammengenommen fleiner aU bie britte, fo ifi bie ^Xnflöfnng unmöglich. 
60 fef i.S. a = 3", b = l", c = 1" 5'"; a = V, 6 = 2", c = 3". 
3n einem 3)reied finb alfo ^mei Seiten jnfammengenommen 
jtetä grö§er ald bie britte. 

IL ©in Dreietf ifl beftimmt, menn gwei Seiten nnb ber 
eingef^loffene SDBinfel gegeben finb. 

SOBäre g. $. wieber nur bie Seite a gegeben, fo mären baburti^ nur 
jmei ©dpunfte r unb s bed 3)reied^ beftimmt, unb ber britte no(^ i)oB^ 
fommcn tuiüfnrlic^. S)tcfe ffiiflfür »irb fc^on baburc^ bef^rdnft, bag 
man ben Jöinfet C beftimmt, ben bie Seite b mit ber Seite a machen 



'J^üller, tbent (Wcomctrte uno ©lerciMnetrie. 
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5Bom Drcicrf* 



fott (gtg. 21). (5>icfer fflinfel ift C flenannt, »cH et bet ®ettc c gt. 

gendberliegt. @lenfo foQeit auc^ mit .4 uub j^ bte ben Seiten ^ unk 

b gegeuubetliegenben SBinfel bejeiti« 
net werben.) ^aburc^ namli^; bai 
bet fflinfel C geflebcn ift, ift bü 
9ti<btung ber i^inie rw gegeben, m 
tDelc^et ber britte @(!pun!t t liegen 
muB; burc^ bie Seftiinmung ber 
Sauge ber @eite h mit> nun enblid) 
au^ nod^ ber Ort bed brüten $un^ 




/° 


1 








te« t auf ber 8iti 


lie r%o u 


Lub fomit 


r^ : i. £ 

a 


ba^ gauje 2)reied beftimmt. 




3ur Uebung conftruirc mau 


fülgenbe fe(^»3 T)rcictfc: 






a 


c 


h 




a 


ß 


c 


1. 


2" 


80° 


3" 




4. 


lOOmm 


75« 


95n»m 


2. 


3" 


1120 


^> 




6. 


84inm 


36<> 


Uomm 


3. 


4" 


eo*» 


2" 




6. 


112inni 


120« 


92n»ni 



Sei ben brei (elften Aufgaben finb bie S&ngen in aRiOimetern m- 
gebrutft. 

aSBie gro§ jlnb in Jebem biefer 5)rcie(!e bie nic^t gegebenen SBiufcI, 
unb bie ntci^t gegebene ®txit'^. 

SBenn man auö benfelben jmct Seiten, welche benfelben fflinfcl 
einfd^licf en, g»ci Dreiede conftruirt, fo muffen biefelben notl^»enbig ooll' 
ftänbig einanber gtei(i& fein, »eit ja jwei ©etten unb ber eingcf^loffcnf 
SGBinfel txw ©reietf öoHfommen beftimmen, unb bie beiben Drciede alfo 
auf gleiche Jöeife beftimmt finb. ^an fann bemna^ ayxi^ behaupten, 
ba§ jwei 5)reiede gleich fein muffen, xotnxK man nac^mcifen fann, bap 
jtt)ei Seiten beö txwtxi gleich finb ben entfprcc^enben ©eiUn 
bed anberen, unb ba§ ber öon beiben Linien eingefcbloffcnc 
aOöinfcl im txwtw Dreietf fo gro§ ift »ie im anberen. 

IIL äBenn gur ßonflruction eine^ J)reie(fd gwei Seiten unb ein 
SGBinfel gegeben x\t, welcher ber einen öon beiben Seiten gegemlbcr liegt, 
fo ift bad 5)reie(f nur in einem gaUe üoMommen beftimmt, »ie bte<J 
avi^ ber fotgenben ^etracf^tung flar werben wirb. 



9Som ©reiecf. 
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@d fei jur @onflructton eined ^teiedd gegeben a, h unb £^ abev 

6>ö. 5)ur(^ bie ®ctte a (gig. 22) flnb jiüci ©tfpunftc r unb « be« 



gtcj- 22. 




3)rciecf5 gegeben. Dwr^ ben 
SBinfel B ift btc [Richtung 
ber Stute au befttmmt, auf 
welcher ber brittc $un!t lie* 
gen mu|^ unb bur^ biegen 
gebene Sänge ber ©ctte b 
tft enbltcb bie SSebingung 
audgefproc^en, ba§ ber britte 
ödpunft X auf üxitm fireife 
liegen foD, beffcn ÜRittel^ 
punft r, unb beffcn SWabiud 
ber gegebenen Sänge b gleich ift. 3)er gefud^tc ^unft x inu§ alfo ber 
^urc^f^nitt'dpunft ber geraben Sinie su unb bed um r befc^riebenen 
ÄEcifeiä fein. 3n unfenn gaUe jlnb jwei Seiten unb ber SGBinlel gegeben, 
tüclcber ber größeren öon bciben «Seiten gegenüberliegt. 3u bicfem gaUe 
ift baS 2)rciecf bur(^ bie gegebenen @tü(!e DoHflänbig beftimmt. gieße 
man bei unöcränberter @rö§e »on a unb J5 bie Seite b abnehmen , fo 
iturbe ber britte (Sdpunft nä^cr ju s l^erunterrutfen. fflcrflcinert vxcin b 
\mt\if bßö eö gletd^ a wirb, fo wirb ba^ Dreietf ein glei(^fd^enfeligeö; 
ber um r befc^riebene Äreiö gel^t alöbann auc^ burd^ ben ?Pun!t s. fflirb 
aber b Heiner aU a, fo fcbneibet ber vlvx r bcfc^riebene Äreiö bie Sinie 
«w in jwei fünften t uÄb <' (gig. 23), \>on bcnen man jeben afö britteiT 
ißunft beS £)reied*3 tvä^len !ann; man tmn bemnac^ an^ benfelben 

Wg. 23. gifli. 24. 





■S 



tücfeu a, -ß unb b jwei ocrfc^iebene 3)reiede srt unb «ri' eonftruiren, 
njcmi b < a. 

(Snbli^ fann man b noc^ fo flein werben laffeu, ba§ ber um r 
bcf(briebene Ärci^ bie Seite su gar ni^t f^neibet. 3n biefcm gaUe ifi 
e^ gar uic^t mögti(^, au^ ben gegebenen Stftcfen ein Drciecf ju con* 
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SBom Dreiccf» 



^tuiren. Daö ©efagte »trb butc^ bic gonfiructfon folgeuber a^rctcdc 
flax »erbcH. 

1. ©cflebcn: jwci ©cttctt unb bcr ber tditfleren oon beiben flcgeiu 
überfle^enbe ffitnfet. (fflnt eine ^upfunfl möflUc^.) 





a 


1? 


6 




o 


C 


c 


1. 


2" 


80® 


8" 


4. 


2" 


110« 


4" 


2. 


8' 


120<* 


4" 


6. 


8" 


64® 


8" 


8. 


1" 


40 <> 


2" 


6. 


2" 


72° 


2" 5'" 



2. ©efleben: gwei ©eiten unb ber ber fütgeren t)on beiben fleflcn^ 
überfle:i^enbe aSinfct. ((Sntweber imi ober feine «öfung möglic^.) 





















a 


i>^ 


& 




a 


C 


c 


1. 


4" 


se«» 


2" 


4. 


4" 


110« 


2" 


2. 


6" 


120<> 


8" 


6. 


4" 


48« 


8" 5'" 


8. 


8" 


40« 


'2" 6"' 


6. 


5" 


72« 


4" 



@inb alfo gut ßonfiruction eined I)reie(fd gwci ©eiten unb ber bet 
längeren öon beiben gegenubcrfte^enbe Sßinfel gefleben, fo iji bte ^uf 
löfung iebergeit mögH(^ unb bad lDreie(f burc^ biefe ©tude t^odfornmen 
beftiinmt. 3)araud folgt aber, baf gwei 3!)reie(fe einanber gleid^ fein 
muffen, menn man nac^meifen fann, baf gtoei ©eite'n bed einen unb 
ber äöinfel, »etc^er ber Ungeren öon beiben gegenübcrfte^t, 
ben entfpre^enben ©tücfen beö anberen gleich finb. 

©inb jur (Sonftruction änt^ ©reicds gmei ©eiten unb ber ber für? 
geren oon beiben gegeniiberftei^enbe Söinfel ^t^chtn, fo ift entweber gar 
feine, ober eö ftnb gwei ^ujlöfungcn möglich. @g folgt baraui3, bap 
gwei S)reie(fe ocrfd^ieben fein fönnen, votnn man auc^ nac^ weifen fanw, 
ba§ j»ei ©eiten beö tintn, unb ber ber fürgeren gegeuüberftc^enbe äBiu^ 
fei ben entf<)red^enben ©tucfeu beö anberen gleich flnb. 5)ic 2)re,ic(fe srt 
unb sri' (gig. 24) g. 93. fiub offenbar ungleich, obgleich bie ©tüde a, 
b unb B in beiben glei(^ flnb. 

Um bie ®lci(^^eit gwcier Dreiecfe gu beweifcn, reitet e§ bemnnc^ 
nidbt })in nac^iiumeifeu, ba§ fle gtt?ei ©eiten unb ben ber einen i)on ^^^' 



^om ©rcierf. 
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bcn flccicuubcrlicöcubcn SQ3t«!cl (\Icic6 i^ahtn, memi man niä)i au^ seigcn 
!auH, ba§ bicfcr SBtnfel ber flrößcrcn @cttc gegenüberliegt. 

IV. 3)nr(i) eine ©eite unb bie teiben an biefer Seite 
onliegenbcn Jöinfel ift (Sin 5)reied \)oUfommcn befttmmt. 



Stg. 25. 




Dnrd^ eine Seite a jlnb jn?ei 
etfpnnfte r nnb » (gig. 25) bed 
Dreiedd; bur* ben SBßinW C ift bie 
SRic^tnng ber ?inie ru, bnxd) ben 
SBinfel B i}i bie «ic^tung ber 8inie 
8v beftimmt, anf bencn ber britte 
@dpnuft liegen nm§; er !ann alfo 
nnr anf bem S)ur^fc^nttt ber beiben 
Sinien sv nnb ru liegen. 



93 


eifptete. 
















a 


B 


c 




a 


B 


c 


1. 


97n»ni 


60° 


80« 


4. 


10cm 


no<> 


800 


2. 


122»«m 


800 


40 


5. 


I8cin ' 


1160 


400 


3. 


70m™ 


73« 


36» 


6. 


8cm 


45» 

• 


1200 



5)a ein S)reietf bnr^ eine Seite nnb bie beiben anliegenben 2Bin!el 
))ottfümmen beftimmt i^, fo mn^ antS) ein ^reied, in welchem tint 
©eite unb bie beiben anliegenben SSBinfel gerabe fo gro§ finb 
ivie bie entfprec^enben Stnde eines anberen, biefem ganj 
gleich fein. 

V. 6in 3)reie(f ifl bnrd^ eine Seite, einen anliegenben 
unb einen i^r gcgennberliegenbcn Söinfel völlig beftimmt; 
benn ba j»ei SQBinfel gegeben jlnb, fo fann man ben britten berechnen, 
unb baburt^ M^t fi^ biefer gaÜ anf ben \)origen junWfu^ren; benn 
wenn tnan and ben gegebenen äßinfeln etwa A nnb C ben britten B 
berechnet l^at, fo ift man in bemfelben %a\{, ald ipare gleich )>on Anfang 
bie Seite a mit ben beiben anliegenben SlUnfeln B nnb C gegeben 
jcwefen. 



2^> 
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SSetfptcIc. 





a 


ii 


A 




a 


£ 


A 


1. 


3" 


40° 


112" 


4. 


8" 


80" 


40" 


2. 


4" 


50° 


85° 


6. 


4" 


20® 


70« 


8. 


2" 


60» 


78° 


6. 


2" 


40« 


120" 
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2lu6 bcm SSoranflegangencn folflt, bap jwci Dreiecfc cinanbcr 
flUi^ fein muffen, wenn mon na^weifen !ann, bafi fte eine 
©eite, einen i^r anliegenben unb einen t^r gegenüberftcl^enben 
äöinfel gteid^ \j^\>txi, 

Der Ueberfl(^t wegen moBen x^xx bie fünf in biefem ^JatagrapBcn 
befpto^enen gdlle, für welche bie ©teici^^eit jweier Dteiede be^au|)tet 
werben fann, furg jufammenftenen. 

ßwei Drciede flnb einanber gleich : 

1. SQSenn jebe ber brei Seiten bed einen flteid^ ift ber entfpret^eii^ 
ben ©eite bc^ anberen. 

2. '^txiXi fte gwei ©eiten nnb ben eingef(^(o{fenen Sinfel gletci^ ^ato. 

3. ^txiXi jwei ©eiten unb ber ber längeren öon beiben gegenüber^ 
pel^enbe SQSinfel glei^ finb ben entf<>rec|^enbcn ^ivAtx^ bed anbeten 
5)reietf0. 

4. SQSenn bie beiben 5)reiecfe eine ©eite unb bie beiben i^l^r anlie^ 
genben ^infel gleii^ l^aben. 

5. ^txix^ tKx^t ^tWt^ ein anliegenbcr unb t\y\ gegenüberftel^enbcr 
SGBinfcl in beiben gleich finb. 

3n ben folgenben Se^rfäfeen grünbet jl^i berSeweia für bie®Ieirf>^ 
\it\i gweier Dreiede immer auf einen ber oben aufgehäuften gäHe. 

Lehrsatz. 3n einem gleid^f^enleligen 2)re{e(I finb bü 
SOBinfel, weld^e ben gleichen ©eiten gegenöberftel^cn, einanber 
gtei^, ober mit anberen Sorten: bie aSinfel an ber ©runblinie 
t\xit9> glei^f(^enfeligen Dreietf« finb einanber glei^. 

beweis, m fei rat (gig. 26) t\yi glei^f^enfeliged Dreied, in 
meld^em rt =z st 2Kan benfe flc^ nun bie ©runblinie rs \)aHixi, unl) 
na* bem Jpalbirung^^)unft d bie Unk td gegogen, fo entftel^en gwei 
Dreiede, wel(^e einanber gleich jinb, benn 



aSom ©reierf. 


rt — 


st 


rd 


sd 


td — 


td 
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atfo £\ rtd = £^ std (1. gafl). 

(giub aber bic gnnjcn Drctctfc flletd^, fo möffcn auc^ bic ent|>rcd^ett* 
ben fflinW glci* fein, fotöli^ 4.^! = 4.g. ^uö bcr @Icf*^eit ber 
bctben 5)retc(fc folgt an(f) 2C^=iJ(^v; bic 8f nie alfo, »ctc^c man \>on ber 
igpite eittc^ glci(^f(^cufcltgcn 5)rc{ccf0 na(^ bcr ÜMütc bcr ©runblinie 
jic^t, pcl^t alfo rcc^twinfctig auf bcrfclbcn. 3n einem glcti^fcittgcn Drcicd 
fmb ade brct fflinfel einanbcr glci^, unb jcbcr beträgt Va di. ober 60» 

gtg. 27. 





Lehrsatz. @inb }wei SQintcl in einem Sreiecf einanber 
glei^, fo finb cd auc^ bie i|^nen gegenuberfte^enben ©eiten, 
hai S)reted ift glci(^f(^enfeltg. 

«eweiö. 3n bcm2)reicd a6c (gig. 27) fei 4:0? = ^y. 2Ran 
bciifc fi(^ \)on c ein $er<>enbi!el auf «6 gefdUt; fo cntjlel^en gwei Drel^ 
tat, roelc^e glci^ flnb, benn 

de = de 
z = t {aU rechte) 
a = y 



alfo A acd = /;\ 6cd (5. gaB). 

S)ie bcibcn ^reiede (innen aber nic^t gleich fein, o^ne bag bte ent^ 
fptci^enben Seiten au^ gleich finb, alfo ac = ob. Sind ber ©Icic^i^cit 
bw beiben 3)rcie(!e folgt auä), ba§ ad=bd. 2)ad i)on ber ©pi^c eine« 
glei^f^enfeligcn 2)reie(fd auf bic Orunblinie gefdOte iperpenbifel l^albtrt 
alfo bic @rttnbtittte. 
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LehrsatB. 3n einem ungteici^feitlgen Dreiede fiel^T bet 
gto^eren ©eiie aud^ bet Qtö§ere SBinlel gegendbet. 

95e»eid. 6« fei in bemS)Teie(I abc (gig. 28) ac > 6a, fo mup 
auc^ 2ix^2i.y' S^ieÄ ju beweifen, ma^e man ad = ah, viwt jiebf 
bie Sinie dh, »eld^e ben Sitzet x in gmei 3:i^eile f unb z t^eili (£c( 
8nc^flabe z fät benSBinfel d6(; ifl in bergigur ni4)t eingetragen.) 3^a 
ba«2)reie(I adb gleici^fc^enWifl ifi, fo ift t? = <; nun ift aber vz=y-\-z 
(|. 9), alfo a«(^ V > y; ba aber < = t?, fo ifl audSi ' >• y «nb um 
fo mel^r no(^ ä > y, ba Ja < nur dn %%iil t>on a? ift. 

2)a in einem* 5)reie(f ber größeren Seite ber größere fflinfel gegen 
äberßei^t; fo ftel^t OiVii^ umgefe^rt bem größeren SBinfel bie größere <Btiit 
gegenüber. 

«ig. 28. gig. 29. 



1 







14 Lehrsatz, ffienn ma^i öon tintm ^wnlit c (gig. 29) ein 
q?erpenbifel cb auf eine gerabe 8inie fällt, fo ift bie0 «per^ 
<)enbi!el lürjer alö jebe anbere gerabe 8inie ca, bie man J>on 
c nac^ ber ©eraben jiel^en Unn. 

»e»ci«. J)a« J)reie(f fcca ^at bei b einen re^^ten SQBinfel, unb 
ba biefer ber größte ffiinfcl im S)reie(I ift, fo muß i^m auc^^ bie grögtc 
Seite gegenöberfte^cn, folgli(i& ca > cb. 

15 Aufgabe, einen gegebenen SBinfel ju l^albiren. 
^uflöfung. man bef^reibc um bie @<)ite a be« SGBinf el« (?ig.3ö) 

8tg. 80. einen Ärei«bogen mit beliebigem Sa^ 

bind; biefer Areidbogen fc^neibet bie 
beiben ©c^enfel be« SOBinfeW in jwei 
fünften d unb 6, mM^t glei^weit 
oon a ab^e^en. fHwn befdjireibe man 
mit einer beliebigen 3irtelöffhung yxmd 
txntn ftreidbogen, unb mit berfelben 
3ir!elöffnnng einen anberen vm b. 
aSon bem I)urc]^fc^nittö^)un!t c biefer beiben legieren Sogen giei^e man 
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eine ?ittte mä) a, fo »irb Wefc ben SGBinfel in iwei gleiche 3;i^eite t^etlen. 
3^tc aJit^tigfeit be« SBerfal^ren« gu *e»cifen, jiel^e man bie ^ülfdlinieu 
cd unb c6, fo tntftt^cn g»ei Dreicde, weldSie einanber gleich flnb, benn 
ad = ab, de = 6c, nnb ac ip beibcn Drciedcn fleiiieinf^^aftli^^ (I.). 
3|1 aber bad 2)rcie(I abc bem 2)teie(f ade fllei4>, fo tnüffen att<| bic 
cut|>redSienbcn Sinfel gleich fein, folgli^^ ifl ^^ = ^y. 

3ut Uebung ^albire man bie 9Bin!e{ in einigen bei: oben eonflrnir^ 
tcn Dteiede. 

Aufgabe. 3n einem ^nnWe a einet gegebenen getaben Sinie tin 16 
^erpenbilel )u etri^^ten. 

Sluflöfnng. Solan bejeic^ne mittetfi be6 ßixUU anf ber gegebenen 
^inie jwei fpunfte, b unb c (gig. 31), n)el(^e gleicb^eit ))on a entfernt 
Ttnb; befi^reibe atöbann mit beliebiget B^^^^^^ffnuhg um c unb mit bet^ 
ff Iben Si'^^cWffnung um b einen Äreidbogeu. 2)te i)on bem 2)ut4>f(^nittö^ 
punft d betfelben nac^ a gezogene Sinie ift ba(5 ))etlangte ^erpenbüel. 

Um bie Oiic^tigleit biefed Setfa^tend )u bemeifen, iitfft man bie 
iinicn bd unb cd, fo entfie|^en {»ei ^teiecfe, mel^e einanbet gleich {inb, 
benn bd = dCf baz^ca, da = da (L). 3ft abet /^ aftd = ^ acc^, 
fo muß au<| ^0? = Sy f^^w« ®*«^ ^bet j»ci 9lebenwin!et einanbet 
gleich, fo ifl jebet t\n te^^tet, folgli^ a(Z ein lßet))enbi(el auf bc. 

Sig. 81. gig. 32. 



>t 



^ 




Aufgabe, »m (Snbe einet getqben 8inie ein $et<)enbifel gu ettic^;? 17 
ten, ol^ne bie önie gu i)ettängetn. 

Sluflöfung. aWan fö^neibe i)on bem (Snbpunfte a (gig. 32) on, 
in welkem ba^ ^Jetpenbüel etticbtet »etben foll, ein beliebige^ <Stütf 
ah bet gegebenen önie ab, unb etticbte batübet ein gleic^fcbcnfcligeö 
I)reied abc, j)etWngete aöbann bie ?inie bc übet c ^inau^, unb ma^c 
cdz=ca\ bie öon d nac^ a gejogeuc Sinie ift baö uctlangte ^erpcubifcl. 



\ 
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9Som T)xt\td. 



«ewetd. y = t -}- V (§. 9); ba aber < = r ($. 11), fo ifl 
aud) y = 2v ober v = i/jy. 

gerncr t|l u = x -]- z, unb ba x = z, fo ifl « = 2^, a;= Vs «; 
bcmnn* tfl aber aw(i^ v -f- a? = i/j j/ -f- i/j w = i/j (« -(-y) = V2 • 2 9?. 
^ 1 9J., mii M + y = 2 SR. 
18 Aufgabe. Son einem $unft c, meieret ait§et]^alb einer gegebenen 
8tnie liegt, tin ^crpcnbifcl «nf biefelbe ju fällen. 

^uflöfnng. ^an befc^retbe, um ben q?un!t c (gtg. 33) mit bf^ 
tiebigcm SRabiu^ einen Äretöbogen, ber bie gegebene ?inie in j»et fünften 
a unb b f(^neibet; ferner befc^reibe man mit beliebiger 3^^fWöffming 
einen Sogen wm a unb mit berfetben einen anberen um b. 2)ie »om 
3)ur(^f(^nittd^un!t d berfelben naä) c gejogene Sinie ift bad verlangte 
$er^)enbifel. 

©e»eid. aJlan jicl^e bie .^ulfSHnien ca unb cb, fo ift naä) §. 15 
ber SGBinfel ac6 l^albirt, alfo -er == f . gSergleicben mir nun bie 3)retc(fe 
acf unb 6q/J fo finbet jl(^, ba§ fic gtei(^ finb, benn ca = cb, c/= cf, 
z = t (IL). 2lud ber ®lei*l^eit biefer beiben Dreiede ober folgt bie 
%\t\i^\jtKi ber ®in!cl x unb y. 

3ur Uebung falle man in einigen ber oben conftruirten I)teie(fe 
öon iebem ©dpunft t\\\ ^ßerpenbüel auf bie gegenüberliegenbe ©cite, 
Stimmt man irgenb eine Seite eines 3)reiedS als Orunblinie ccjx^ fo 
beifit bad ))on ber gegenuberliegenben ©pi^e auf bie ®runblinie gefällte 
^erpenbifel bie ^ ö l; e beö 2)reie(!ö. 

%\^, 33. gig. 34. 




Slnmerfung. SBenn man \)on einem $unft c (gtcj. 34) ein ?Jer)jenbifel auf 
bie Sinie ah f&at, fo toirb ber gufjjunft c' biefe« ^Per^jenbifet« bie ?Jro)ectton 
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/x 



a' 



7\ 



■^t 



be« fünfte« c auf tie Sinic a6 genannt; ebcnfo i|l <i' bte $ro|cction von d, 
unb bü« Stnienflücf c'rf' tfl bic ^Jrojection bcr 8inic cd auf bie fiinie 06. 

Sn flleid^er 9Öeife !ann man einen $unft ober eine fiinie auf eine ©Jene 
projiciren. SÖenn bie 8inie ober bie SBene, auf toeli^cr bie gug^junfte ber gef&fU 
ten fßer)7enbifel liegen, eine i^ovijontale i% fo ^ei^t bie fo erl^altene $toiection eine 
$orijontal)}roiection. 

Aufgabe. Sine gcöcbene gerate ante ab (gig. 35) jit l^albircii. 19 

Sluflöfung. SDian befc^rcibe mit beliebiger aber gleicher ^ixtcU 

gig. 85. öfF«wwfl wtti « «tti> * (Stfl- 35) jwci 

Ärciebogen über ab. S)et 3)ur(^f(i^nittö^ 
punft berfelben fei mit c bejeti^net. 
^[^bann befc^reibe man mit beliebigem 
aber gleichem ^albmeffer um a unb b 
Äret^bogen unterl^alb ab; i^r 55ur^> 
[(^nitt^punft fei mit d bejcic^net. ^iti^t 
man nun bie Sinie cd, fo f(^neibet fle 
bie gegebene in gmei gleiche S'.^eile. 

Semei^. ÜJlan jie^e ca unb cb, 
lagt fl^, »ie in §. 18, bie Oleic^^ 
\)üi ber 3)reicde ac/ unb bcf be weifen, 
worauf folgt, ba§ an6^ af = bf. 
2Cud berOlei^^eit biefeV 5)refede folgt aber au^, ba§ ^x = 2(.y\ 
bic ,!&albirungdlinie cd ftel^t alfo auf a6 rec^twinfelig. 

3ttr Uebung i^albire man bie Seiten mel^rerer ber oben conjhuirten 
Dretede. 

SDen »efc^Iug biefeö 2lbf(^nitt« mag bie »uflöfung folgenber «uf* 
^aUn machen. 

S)retede gu conftruiren, für meiere gegeben ift: 

1. a b h 4. b B h 

2. a B h b. B C h. 

3. b c h 

3)ie 35u(^ftaben a, b, c, B, C f^abtn l^ier biefelbe Sebeutung »ie 
oben; h be{ei(^net bie ^i\)tf b. 1^. bie Sänge bed auf bie ®titt a 9on 
bcr i^r gegenubcriiegenben ©pi^e gefällten ^er^)enbifel3. 2)ie Eingabe 
fpecieHer SBertl^e für bie gegebenen ©tüde bleibt bem münblic^en Unter* 
ric^t übcrlaffen. ©e ift nur no^ ju bemerfen, bafi b fowo^l alö c größer 
fein muffen, ald h, tctnn eine ?lufl3fung möglich fein foll. SQBarum? 
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SBom SSterecf. 



3)rttte$ Stapittl 

SBom SBietecf* 



20 Bie Winkel des Viereoks. (Sin fßitxtd ifl eine )»on )>ier Seiten 
eingefc^Ioffene ebene giönr. 3ebe^ SSicted ^ai "oUx ®inW. 

3)ie )>ier SQStnfel eined 93ieredd betragen {ufamineu- 
genommen öier ditä)tt. 

SeweiS. ÜKan jiel^e öon irjenb einem ^nnfte c im Snncrcn 
f?ig. 36. beö aSieted« (gig. 36) «inien na* 

ben öier ©dpnnften, fo entfke^cn »ier 
3)teie(fe. 5)ie ©umme bet SBBinfel in 
jebem S)reied betrigt 2 SR., alfo bie 
©rnnme berSßinfel in Oi^vx der Drei* 
eden 8 8t. 3^^^^ wi*« ^on biefcn 4 81. 
ab, n)eldt»e.nm ben SS^yxvXi c liegen, fi) 
bleiben 49t. aU @nmme ber@dn)infel 
bed S^iered^ nbrig. 
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Die Diagonale. 

gig. 37. 




3ebe öon einem ©dpunft bed SSicredd bur(| bie 
gignr }nm gegennbecftel^enben @d ge> 
jogene Sinie f)ti^i Diagonale. 

3n einem iebeu SSieted fanu 
man jmei Diagonalen jiel^en; in 
bem SSieted (gig. 37) j, 33. ift ab 
bie tintf cd bie anbete Diagonale. 



22 I^fl'S Parallelogramm. ®inb je jmei Seiten eined 93ieredd einanber 
paraM, »ie in gig. 38 unbgig. 39, fo l^eipt bie gignr «Parallelogramm. 
Stennen n)ir bie Orunblinie eines ^Parallelogramms a, bie i^r gegenüber^ 
ftel^enbe a', bie <Btitt linU b, bie i^r gegenüberfte^enbe 6', fo muffen 
a nnb a\ b \xn\i b* parallel fein. Den SBinfel, ben bie &tiUn a unb b 
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mit einnnber mad^en, woQen mir in ben fofgeuben Säeifptelen mit x bCi 
iet(^nen. 

gig. 38. gifi. 89. 




a' 



3ur ttcbung conflruite man folflcnbc Parallelogramme: 





a 


h 


X 




a 


h 


1 

X 


1. 


2" 


3" 


50® 


5. 


2" 


8" 


60» 


2. 


3" 


2'' 


120» 


6. 


3" 


3" 


100<> 


3. 


1" 


2'^ 


7P« 


7. 


2" 


8" 


120» 


4. 


8" 


1" 


100» 


8. 


4" 


8" 


770 



^^i man bie Seiten a unb h im gehörigen 3Biit!eI aneinanber ge^ 
fett, fo \)onenbet man ba6 Parallelogramm, iubem man a* mit a unb 6' 
mit 6 parallel jie^t. 

5lu0 §. 7 folgt, bofi bie iciben ffiiufel eineö Parallelogramm^, 
»eld^e ^^ berfelbeu ^t\it liegen, jufammen 2 9t. betragen, moranS fi(^ 
auc^ ergiebt, ba§ bie gegenuberflel^enben SQSinfel etned Parallelogramm^ 
gleii^ finb. 

Lehrsatz. @in Parallelogramm mirb bur(^ t\m 3)ia«23 
gonale \\\ j.wci gleiche S)rciede getl^eilt. 

53cwei^. aJlan jie^e vx bem Parallelogramm 2)q'r«(gig.40) bie 
Diagonale jp«, fo ifl baä I)rcied ^r« gleich 2? 5«, benn 

jin = ps 



y = ^ \ 

X =z t ) 



al^ SBe^felwinfel, 



alfo /^ pr5 = ^ pgs (IV.) 



30 



5Bom SBicverf. 



S)a aber biefe Drcicde cinanbcr glei* fmb, fo muffen au^ bie cni^ 
fprcc^ciiben Seiten cinanber gleich fein; alfo rs = pq, pr = qs, 

StQ. 40. %[^, 41. 






a 



S)ie flegcnüberflel^enben <Stittn eined Parallelogramms 
finb alfo ntt^t allein <)aranel, fonbern auc^ glci«^. 

S)emnac^ !ann man, wenn man bie ©ettcn n unb b im gc^o^ 
rigen SB3in!el jufammcngeftent \)aif bad Parallelogramm awc^ mit 
»g^iilfe üon Äreiöbogcn, beren Sfiabien a unb b ftnb, üoUenben^ wie in 
gig. 41 angebeutet ift. dlaö^ biefer üKet^obe conflruirc man folgeiite 
Parallelogramme: 







• 






a 


b 


.r 


1. 


2" 


2" 


1000 


2. 


3" 


3" 


COO 


3. 


3" 


2" 


90° 


4. 


3" 


2'' 


134» 



24 Die Höhe des FarallelogrammB. ^etrac^tet man a ald bie @niiib^ 

linte beS ^arallelügrammö, fo ift ein oon irgenb einem fünfte ber Seite 
a' auf bie ©runblinie ober beren aSerlängernng gefällte^ $erpenbife( h 

Sig. 42. gig. 48. 




T 



a 
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C%\^. 42 unb gtg. 43) bie ^ö^e bed $araae{o((i:ammg. 9Bte gro^ ift 
W J^öf)t ber ua(^ obigen ^n^ahtn conftruirten ^araQeloDramme? 
3ur Uebung conftruirc mou noc^ folgcnbc ^Jaraüelogrammc : 





a 


6 


A 




a 


/* 


.r 




1. 


2" 


3" 


2"3'" 


4. 


3" 


2" 


110» 




2. 


3" 


. 2" 


1'* 


5. 


2" 


3' 


48<' 




3. 


4" 


3'' 


2" 


G. 


4" 


2" 


72'-' 



Setrat^tct man 6 ol6 ©rnnbltnic, fo ift ein öon irgenb einem 
fünfte ber Seite 6' ouf 6 ober bejfen SSetIdngernng gefäüteö ^erpen* 
bifcl h* bie J^S^c beö Parallelogramm^. 2Bie gro§ ifl in biefcm gaUe 
bie ^6f)t ber conjlruirten Parallelogramme ? 

3ur Uebnng conflruire man nod) folgenbe ^araHcIogramme, in 
»Deichen bie ?änge beö öon b' auf 6 gefaUten ^erpeubifeU A' gege* 
beu ift. 





h 


Ä' 


X 


1/ 


3" 


2" 


120° 


2. 


2" 


3" 


CO» 


3. 


4" 


3" 


113» 



ßie^t man bur^ bcn ßdpnnft p bcy Dreiedö pra (gig. 44) tint 



et; 



glä. 44. 



?inie paraflel mit rs, burcb s 
eine aubere parallel mit rp, 
fo cntftel^t ein ^paraüelogramm, 
me(d)cö mit bem 5)reiccf gleite 
©runblinie unb Jgjölje bat. 
dlaii) §.23 aber ift bad I^rcicc! 
prs bie ,!^alfte biefc^ i}3arat 
lelogrammö. 

i&in SDrcictf ift alfo bie S^älfit eine« «ßarallelo^ 
dtammd, melc^eS mit i^m gleid^e @runblinie unb ^o^e ^at. 
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25 Quadrat, Raute, Rechteck und Trapez. @inb bie t)ter Seiten 

eiued ^aradelogrammd einanber glei(^ unb ade fiQiufel nd^tt, toit gtg.45, 
fo 6et§t ed Quabrat. 9BeI(^e bet oben confhuirten $araflt(t>grcmme 
fiub Quabrate? 



gift. 45. 



8tö. 46. 



L 




®inb bie \)ter Seiten eined ^aralleloQrammd einanber gleich, ol^m 
ba§ bie fflinfel rechte finb, »ie giß. 46, fo f)ti^i bie giflur 8tl^oinbw« 
ober SR ante. 2öel(^e ber confttuirten gifluren jlnb 8touten? 

@tnb alle SBinfel cint^ ^oraHelogrammö rechte, ot^ne baß alle 
(Bdkn gleich flnb, mie gtg. 47, fo ]^ci§t eö Unglic^eö SRe^tecf ober 
8*ectangel. SQBel^e ber conflruirten giguren flnb Jclnglic^e »cc^terfc': 

«ig. 47. giß. 48. «ig. 49. 




®inb in einer oierfeitigen gigur jmei Seiten pnraHel, bie bciben 
anberen aber \xiä)t, wiegig. 48, fo ^ei§t fle ^araUeltra|)ej ober 
Srapejotb. 

ßur Uebung jeic^ne man einige Slrapejoibe. 

3?'t i« ^tner öierfcitigen gigur feine Btiit mit einer anberen pnral^ 
Ulf »ie gig. 49, fo l^eigt pe S^rapej 
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Vierte« ÄapitcL 

aSon feett SBtel erfett. 




Die Diagonalen der Vielecke. 93t et e de nennt man ivoax im 26 
Singcmetnen aUe \>on fleraben ?inten begrSnjten ebenen gtguren; ^ou 
gug^meife jebo^ U^ü^nti man nnr biejenigen bamtt, welche mel^r ald 
»iet ©ifen l^nben; atfo ?5nnfc(fe, ©ccböetfe, ©tebenede u. f. n>. 

gSon iebcm ©cfpunfte etn<6 ©e^^cde (gig. 50) laffen jl^ fünf 
«inten naci^ ben fibrigen fünf ©tfpunftcn, öon iebem ßtl^ntd^punUt 

^, . . nenn hinten na6^ ben übrigen neun 

^apnnften bet gigur jiei^cn n. f. ». 
9)lan tann allgemein fagen: f^at ein 
$te(ed 71 ®etten , fo f ann man \>on 
einem @(fpunfte an^ na<l^ ben übri^ 
gen n — 1 ©cfen, n — 1 hinten 
gleiten. 5)ie jwei Äu^erflcn biefer 
Linien ge^ren ju ben Umgr<lnjung»s= 
linitn bergignren, bie n — 3 übti* 
gen finb Diagonalen. 3« ^intm Sieled tjon n Bcitm tann man alfo öon 
einem ©cfpunftc an^ n — 3 2)iagonalen jie^en. 

SBiet>ie( 3)iagonaIen fann man oon einem @dpnn!te aud in einem 
©icbenecf, ^c^tecE n. f. w. jiel^en? 

I)iefe!: (gat gilt für atte aSietetfe, alfo an^ für Dreiede unbSiep 
cde. gür ein S)rfte(f ift bemna^ bie »on einem e(f<)ttn!te au^ gejogene 
?{ngoM bir S)iagonaIen 3 — 3 = 0, für ba« Siered 4 — 3=1. 
SDurc^ bie )>on einem (Sd^unfte aud gezogenen S)iagonalen mirb 
ein Sieled in £)reiede {erlegt, nnb jmar bad @e(^ded in t)ier, bad 
^l^ted in fe^d, ba^ B^^^U^d iit je^n; ober allgemein: 3^bed 
35ieled »on « Seiten »irb bnrt^ bie n — 3 3)iagonalen, bie man »on 
einem Gdpunfte an^ jiel^en fann, in n — 2 5)reiede jerlegt. SRan fann 
ficb )>en ber aOgemeinen 9ti(i^tigfeit biefer ^el^anptung bnrc^ fofgenbe 
SetraÄtung überjengen. 3^^^* ^^^ i>i^ ^^fi< Diagonale, fo wirb t\n 
5)teied üon ber gignr abgefc^nitten, bnrc^ eine %xotxit ein ixotxM , bur(^ 
eine britte ein britted u. f. ». J&at man fo aUe Diagonalen, bi^ auf bie 

*KnU«r, ebeui ©eonictrie uiiD ©tercoractnc 3 
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34 Sion ten SSielecfcn^ 

le^tc, alfo n — 4 J)taflD«a(cii, gegoflen, fo ^at man öon beigigur n — 4 
J)retcdc aBgefc^nitten, wnb ed Meifct nur no(i^ ein Siitxtd ub«(|, wel^fcd 
bur(^ bie tc^te S)tagonaIe in gmct ^rctede get^eiU wirb; fo ba§ man in 
Mm n — 4 + 2==n— 2 Drcicdc i)aU 

3n n)tc\)icl I)icierfe »irb burc^ bie öon einem e(f^5un!te auS ge- 
goijenen S)iaflonalcu, ein 3cl5>ued, ein gilnfic^ncd, ein Swanjig^, S>teiiigo 
aJiergifled jcriejt? 

27 Bekwinkel. 5)ie Summe afler ©dwinfel in einem Sieled oon 

n (Seiten ip n . 2 S?. — 4 9?., ober, »a6 baffelbe ip, n . 180o — 360o 

J)ie^ ju bemeifen, bcnfe ntnn fi(^ öon irgenb einem fünfte c im 

3nneren be« aSietcda (}.S3. beö güufetf^ gig. 51) ?inien na(^ ben (Srf^ 

punften gejogen, fo entftel^en 
gtg. 51. n (in unferem Beifpiet gtg. 51 

fiinf) ©reiede. IDie Summe 
oller äöinfel iw nllen I)retedcn 
beträgt n . 2 fSt, (in unferem 
öeifpiel 5 . 2 JR,). 3te^t mon 
oon biefen4gi.ab, ate Summe 
ber äBinfel, xotlü^t um ben 
$unf t c l^erum liegen, fo bleibt 
für bie ©dminfel ber S^öwr 
n . 2 JR, — 4 3i. (in unferem IBeifpiel alfo 5 . 2 ae. — 4 »{. = 6 SR.). 

3Bie flro§ ift bie Summe ber (Sdminfel in einem Se(S^S*; 3^1^«^ 
3wölfetf u. f. m.? 

ein rcgelmägifle« äJieletf ift ein fol*ee, in we%m aSc Seiten 
unb alle SBinfel einanber gleich jlnb. 

Da alle SBinfel eineö regelmdgigen SSieledö einanber glet^ finb, 
fo ifl ein {eber biefer SBinf el ber nteSl^eit s?on ber Summe aDer edteinfel, 

«Ifo — 2)er edwinfcl eineö regelmofigen gunfcdd tft 

„,f„ ^ • ^ ^- - ^ ^- = v, j». = 108«. 

•SBie gro§ i|l ber @d»in!el tint^ regelmdßigen Se^^edd, Sieben^ 
ed^ u. f. w.? 

aJlit ^illfe ber fo beregneten ©dwiufel conjlruire man ein reget 
mäßige« günfecf, Sec^ged, 2l(^tccf, 3«^«««^/ beffen Seite 35°»»» beträgt 
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MittelpunktBwinkel. ^albirt man in einem regelmägiflen SJieIed 28 
ivoti auf einanber folgende @dminfel, iftei 6 unb a $ig. 52, fo f(^neiben 

gig 52, P(i& bie betben J^atbiningdltulen in 

einem fünfte c unb bilben ein ^Ui^^ 
[(^enfeltgc^ Dreied (»atum ?). 3ie1^t 
man 'oon c an^ naä) bem inn&d)^ Bei 
a ober bei b lieflenbeu ffiinWpunlte, 
). 33. naci^ d, dnt gerabe 8inie, fo 
entfielet ba^ 3)reied icdf, welc^ed 
bem erflercn gleid^ (warum?), alfo 
ebenfalls fltei^f(|^en!clig ift , alfo 
cd = cb = öa. ^uf bicfe ffleife 
fann man geigen, baf aOe ))on c 
an^ na(^ ben @dpunfien gejogenen 
iSiuieu einanber glei^ [xn\>.' IBef(^reibt man alfo um c mit bem 8tabiud 
c a einen ÄrciS, fo ge^t betfctbe bur^ aUe (äipnnttt be0 Sßieledö. 

S)ie fdmmtti(^cn (Sdpunfte eines regelmäßigen SSielectd liegen alfo 
auf einem Äreife, befjeu (Sentrum ber ^ßunft ift, in luelci^em ^ä) bie 
£)albirung'3linien gweier ^dminfel f^ineiben. 

ßk\)t man 'oon bem SKittetpunfte cint^ tegelmäßigen SSieledS Stnien 
nac^ ben @(f|>un!ten, fo müjfen, wie Ui^t gu bemeifen ifl, aOe baburci^ 
gcbilbetcn um ben ÜRittclpunft <? liegenben äßinfel einanber glei^ fein. 

4 9i 

S)er SDiittelvunftöiDinfet cineö regelmäßigen giinfecfS ift bemnaci^ "~5~' 

4 SW. 4 9i. 
eined regelmäßigen ©cc^öedfä — tt-, eineS regelmäßigen n (Si^ 

fßlit ^ulfe biefed bered^neten ÜDlittelpunltSwinYetö tann man eben^ 
falls tin regelmäßiges 33ielccf confiruiren, wenn ber ä^abiuS beS um^ 
f^riebenen ÄreifeS gegeben i\t. ©oll j. S- ein regelmäßiges giinfed 
in einen ^reiS confkuirt »erben, beffen SRabiuS 2" ift, fo jie^e man §u^ 
erfi ben ÄreiS, bann »on feirtem SDlittelpunfte auS 5 Siabien, bereu jeber 
mit bem folgenben einen SBinfel »on Vs 9*- = '^2^ mac^t, fo flnbet man 
bie (Sdpunfte beS o erlangten günfects. 

3n einen ßreiS; beffen StabiuS 2" beträgt, ün regelmäßiges @e(|;Sed, 
Sl^teÄ, 3«^wect u. f. w. ju jeic^nen. 

Construotion regelmässiger Vielecke. SiSl^er l^aben wir bie 29 
Sielede immer nur mit J£)«lfe bcS S^ranSporteurS confiruirt. S)a aber {ebeS 



3G iBon Den ^43ielr(ffit. 

3nfltument bet 3lrt mel^t ober weniger ungenau i% fo ifi tint mit ^ulfc 
bed Xrand)>orteurd gemachte 3(tf^ung ni^t fo genau, ald wenn inon bem 
fetben trotte entbel^ren unb nur ßixhl unb ^Sinenl f^ittt anwenbeu fdnnen. 
(Sttic i^nlic^e Setracl^tung l^itteu mir fc^on oben anfteflen fdnnen. 9Bir 
föuncu nämli^ auf breierleifffleifeein^crpenbifel jiel^en, erftend mit ^ülfe 
bed 3:ran^porteurd, {meitend mit .^ulfe bed Sinfel^afend, brittend burd) 
bte in §. 16, 17 unb 18 angegebene (Sonfhuction. ge^tered 9Serfat^ren tfl 
ol^nftreitig bad genauf^e, wtii ed )>on ben Unri^tigfeiten ber Sntlrnniente 
unabhängig ift. jtdnute man ein SSerfalf^ren audfinbig maxien, nnr mit 
<!gyulfe bed 3^^^^^^ i"t^ Sineatö ein regelmfifiged SSieled ju {eif^neii , fo 
wcire ed iebenfalld ben oben angegebenen ))or}U{ie^en. %ni einige SBiel^ 
e(fe gicbt ed nun foI(^e (Sonfiructiondarten. 

SBie tin regelmÄ§ige« (gleic^feitiged) 3)reierf eonfhuirt »irb, f^a^^ 
ben mir ftf^on oben gefe^en. lBef(i^reibt man um bad gtei(^feitige X)reicd 
einen Sttä^, giel^t t>on bem SDtittelpunfte bed jtreifed na^ ben brei Qd^ 
punftcn Stabieu, fo bilben biefe brei iRabien 3 gleiche Sinfel. ^albtrt 
man jeben biefer brei 9BinfeI, fo ftel^t )ebe ^albirungdlinie fenfrci^t auf 
einer S)reie<fdfeik. 3^^"^^ ^nan ))on einem {eben ber brei fünfte, in voth 
d)tn bte brei ^albirungSlinien ben ftreid treffen, iinicn nad) ben betbcu 
innaä)ft Uegenben S)reie^dpunften, fo erhält man ein regelma§iged ®tä)^td. 
^alhixt man ben äRittelpunftdminfel beö regelma§igen <Se(bdedd, fo tref^ 
fen bie «l^albirungdUnien ben jtrei^ in fe^d fünften; jicf^t man y>on 
jebem berfelben Linien naä) ben Reiben juuic^jl Itegenben ©e^^cdiJpuufteu, 
fo erhalt man tin regelmafiiged 3)vd(f^d- ^uf biefclbe 9Betfe erhält man 
and bem regelmd§igen 3tvd^f(d ein regelmA^iged^ierunbimaujtged u.f. m. 

dlaii biefen eingaben conftruire man, oon einem gleicl)fcitigen Drciec! 
ciudge^enb, in mcldj^em iebe Seite 3" ifl, ein regelmäßige:^ ®e(^5^, 3wölf* 
unb ^ierunb^mau^iged 

(äin regelmägigrd ^JSiered ift nic^td anbered aU ein Duabrat; wit ea 
conftruirt mirb, l^aben mir $. 22 unb 23 gefeiten. Die beiben Diagonalen 
fc^neiben ^^ im SKtttelpunfte unb fte^en rec^tminfeligauf einanber. ÜRon 
tann bemnac^ leidbt in einen Äreid ein Duabrat jetc^nen, mcnn man 
nur in bem Äreife gmei Dur^mcffer conftruirt, mel^e flä) unter einem 
rechten fflinfel fc^neiben. Die öicr ^ßunfte, in benen biefe Durc^meffcr 
bie ^erip^erie treffen, flnb bie \)ier (Sdpunfte be^ Ouabratd. 33om Dua:? 
brate audgel^enb, fann man auf bie oben angebeutete SBeife ein inben- 
fetbeu ftreia befc^riebeueö ^c^tedf, ®t6^^t^ntd u. f. m. conftruiren. 
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3Jlan fitere btefe ßoitfimcHon olu^^ oon einem Ouabrate audge^enb, 
(tu tt>cl(|em iebe ©eite 3" ift. 

eö ftiebt jwar nii^ ein SSerfa^ren , ein regelmÄf ige« gilnferf ol^ne 
3;rnn§porteur ju conftrniren, eö ifl aber etwxiS »etwidelt unb fefet bie 
Äenntnifi ^on ©dfeen üorauö, bie ^\^ jefct ^ier noc^ nic^t bewiefen »or^ 
bcn flnb, we^l^alb eö übergangen werben mng. SSom gunfed anege'^enb, 
!ann man aber teic^t ün regelmä§iged 3^^w^f 3tt>^"St8^ SSierjiged n.f.w. 
con^rniren. 

SSie jebed regetnifigige SSieled, fo »trb an(^ bad regelmäßige 
®e(^detf buri^ bie »on bem ÜKittelpunfte nac^ ben ©den gezogenen 
Stabten in glei(^f^enfelige Dreiecfe gerlcgt; bie b^iben SQ3infel eines 
{eben biefer Dreiede, wel^e aw ber SSieled^feite liegen, flnb einanber 
glci(^. aSer ber ®e(^SedSfeite gegenüberliegenbe 5Wittelpnnft§minfel eine« 
folc^en 3;^eit^I)reiecfd beträgt Ve «• = Va 8^-; *>« <»tte ©infcl eines 
DretedS 2 9?. betragen, fo bleibt für bie beiben m ber ©ccbSedSfeite lie* 
genbcn ©infel 2 3i. — 2/3' Df. = Vs 8Jw mithin ift jebcr berfclben 
2/3 9^. ober 60«; bemna^ Jlub alle SBinfet eine« folc^en 5)reieds einanber 
glei*, .baS ^reiccf ift alfo glei(^feittg, bie ©e^SccfS feite alfo gleich 
bem SfiabiuS beS nmfc^riebenen ÄreifeS. 

9iac^ biefem @afce ifi eS fel^r Iei(i^t, ein regelmäßiges @e(ibSect in 
einen gegebenen ÄreiS jn jiel^en. 



günfteS Äa<)itel. 
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Sehnen, ^w ^er fci^on oben gegebenen 5)efinition beS ÄreifeS moHen 30 
»it ^ier nnr no^ ^injufügcn, baß man il^n als ein regelmäßiges SBielec! 
üon unenblic^ fielen ^tiitn betrauten fann. 3« ^^^ golgenben foHen 
nun no(^ bie trit^tigften Sejiei^nngen jwifc^en bem Äreife unb einer ober 
mehreren gcraben Sinien betrachtet werben. 
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itf^t^d^» 3ie^t man »on bem ^aUiniufliJpunfte d einer 
®tf)nt ab, gtj. 53, eine fletabe ^Kinie de naä) bem ÜÄitteU 

punfte bed Äreifed, fo flc^t fie 
tec^twinfelig nnf ber Seltne. 



8t0. 68. 




lBe»eid. ^IRan jic^c bic bci^ 
ben SRabien ac unb 6 c, fo cntfte^e« 
jwei 5)reiede, beren ©leitb^eit leicht 
na(^ju»eifen x\t, unb ouS ber bann 
bie ®lei4^^eit ber beiben dhhtnmu 
M bei d folgt. 

@d folgt baraud (iu(^, ba§ ein 
öom ÜJiittcIpunftc bed Äretfed auf 
eine ©e^ne gefällte^ ^ecpenbtfel bic? 
felbc t^albirt, wnb ba§ ein in bem 

J&albitunfl^punfte ber ©elS^ne etrid&teted ?Jerpcnbi!el bur^^ ben 5KitteU 

punft bed Äreifed ge^t. 

^uf bem gulc^t audöef^)rod[)enen ©afee bcrul^t ein SSetfa^ren, ben 
ÜKittetpunft etneS gegebenen Äretfe^ gu finben. 3Ran f^at nnv gwel bc? 
(tebige ©eignen im Äreife gu jiel^en unb btefe nac^ §• 19 ju i^atbiren; 
ber 5pun!t, in todä)t\n flcä^ bie ,!^albirungöUnicn fc^neibcn, ift ber gc? 
fu(^te SDlittelpunft. 

^Aufgabe, ^mä) brei beliebig gegebene Ißunfte a, 6nnbc'(gig.54) 
einen ftreiö gu giet^en. 



«iQ. 54. 




^ufl5fw"fl- 9Kan giei^e »on 
einem ber gegebenen fünfte, g.S.von 
a, ?inten na^ ben beiben anberen, fo 
»erben bie beiben Linien ab nnb 
ac ^ti^ntn bed Äreife* fein mnjfen; 
^albirt man alfo nac^ §. 19 bie 
beiben Linien ab unb ac, fo ift ber 
$unft, in wele^em jic^ bie beiben 
^albirungöperpcnbifel fc^nciben, ber 
gefugte üMittdpuuft. 2(nf biefe Söeife 
fann man bur(^ bie ©cfpunfte cineö 
ieben beliebigen Dreicdö einen Äveiö 
giel^en. 



SBom Greife, 



39 



ßm Uebung jtc^c man einen ÄreiS buvd^ bie (Stfpunfte mehrerer 
ber oben confirUirten 3)reic(fe. 

3|l dn iheie hmä) bie brei ©(fpunfte etncg S)rcictfd ftcjogen, fo jlnb 
bie brei ©eiten be« S)reietfd ©e^nen be^ Äretfeö; folgltd^ muffen aw^ 
bie brei in ber ÜJlitte ber DreiedSfeiten errichteten •^er^5enbifel flc^ in 
einem unb bemfelben ^Punfte fcöueiben, meWer ber SWittelpunft beg um^ 
fc^riebenen Ärcifejä ift. 

2)ur(fe brei in einer geraben Unit tiegenbe fünfte tä§t fl^ hin 
Äreiö legen. SQBarum nt^t? SBtnn ber 8tabiu8 beö nmf^riebenen 
Äreifed gegeben ift, fo ift tin S)reie(f fc^on beftimmt, wenn man aufier^ 
bem nur noci^ jwei anbere Seftimmuug^ftutfe !ennt, j. ®. gwei ©eiten, 
ober eine ©ette unb einen an berfelben anltegenben äßinfel, bie @runb^ 
(inie unb bie ^öijt u. f. ». ßnx Uebung conftruire man folgcube ?luf* 
gaben : 
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22 bejct^net ^ier bcn 9iabiu^ be^ umfc^ricbenen Äreifcä, h bie »g)ö^e 
be* I)reiecf^; bie anberen S3udbftaben ^aben bie fd;on früt;er angegebene 
Sebeutung. ^int ber brei erften Aufgaben ift unmöglich, eine lä|^t jwei 
?luflöfungeu gu. 3SBarum? ^htn fo ift eine ber brei folgenben ^nf* 
gaben unb eine ber brei legten unmöglid;. 

Centri- und PeripheriewinkeL ßk^^i man ^on bcm SOiittelpunfle 
c eineg Äreifeö j»ei 9iabien ca unb ch (bie gigur lann fic^ Seber felbft 
eutmerfen), fo bilben biefclben einen 28infel, beffen Scheitel ber SDlittelpunft 
ift, nub beffen ©^enfel ben 53ogen ah einfc^Iiegen. SKan nennt einen 
foI(bcn SQBinfel einen 6entviannfcl, welcher auf bcm 5?ogcn ah'\U\)t 
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dielet man Don itgenb einem fünfte d ber ^txii^f^ttit (ber ober niä^i auf 
bem Sogen ab felbfl liegt) jn>ei Linien nac^ a nnb b, fo bilben fie eincu 
S&inf el, beffen ®<i^eifel auf bev ^eri^^erie liegt, nnb beffen <S^en!eI beufeU 
ben Sogen ab einf(^(ie$en. (Sin fol^ef Sßinfel ll|^ei§t $eti)»^erte» 
minfel. 

3n Sejie^nng auf bie Sage ber ^erip^ertemiufel (ann man brei 
^aUe unterfc^eiben. Der SRittet^unft bed Areifed liegt entwebe? 1) auf 
bem üntn @^en!el bed ^ieri^l^erieminfete , 2) er liegt innerhalb, ob» 
3) et liegt auferi^alb ber ®d^tnM bed ißeripl^erieiDinfeU. 

6in fßeripl^erieminfel ift immer l^alb fo gro§ atd bei 
(Sentriminfel, ber mit il^m auf einem Sogen ^e^t. 

Der Sewei^ bicfeö ®afee6 mu§ für jcben ber brei %aüt befouberö 
gefut^rt »erben. 

1) Der iperip^eriewinfel y unb ber ßentriwinfel x (gig. 55) fttUii 
auf bemfelben Sogen. Der 9RitteIpuu!t beo ^reifed liegt auf bem eiueu 

gtg. 55. gtg. 56. 





®*en!el bed ^erip^eriewinfete. fllad^ §. 9 ijl « = y -f- ^; m^ 
§. 11 aber \^ z = y, alfo a = 2y. 

2) Der iperipl^eriewinfel y (gig. 56) unb ber 6entri»iufel a flehen 
auf bemfelben Sogen; ber aRittelpunft beS Äreife^i liegt gtt>if*en ben 
©c^enfeln bed ?kript|erie»infele. 3!ftan jie^e oon ber ©pifce be« «Peri^ 
p^eriewinfete eine gerabe Unit bur(^ ben gjlittelpuntt, fo »irb bur* 
bicfelbe y in »»ei a;^eile r unb « , a? ober in bte j»ei a;^eile v unb t 
gctl^eilt. 9l(^d) bem eben gelieferten ©eweife aber ift < = 2 «, v = 2r, 
folglich « + V = 2« + 2r = 2 (« + r) ober a = 2y. 

3) Der Sentriwinfel x (gig. 57) unb ber ^erip^ericwinfel y fte^en 
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auf bettifelbeit $0901, ber ^ittdpnnli bed ftteifed aitt liegt außerhalb 
btfr ®d?cnfel be^ Unteren. SDlon jiel^e eine jerabe önie öpn btr ®i)ifec 

^1 ^7 bcd ffiinfete 1/ übet ben 3Ritte(^)uuft. 

ffla^ bcm pbiflen iöemeife ifl ü = 2^, 
r = 2«, rW<^ ii — r = 2^ 
— 2« = 2 (f — *) unb barauäi 
enblic^ ;p == 2i/. 

5)a nun bie ffiabt^eit biefe^ 
@a6eö für «He brci %äUt bemiefen 
ift, fo fanu man Teid?t folgern, ba-g 
alle ^eripberiewinfel, bie auf bem*» 
felben 33oflen fte^en, einanber gleich 
Pub. 

äBenn ein ^erip^erieminfel dn fptfecr äßinfet ift, fo ift ber Sogen, 
auf bcm er fte^t, {ebenfadö Heiner ald ein ^albfreiö. 

5)er ^ßerip^eriewinf el, ber auf einem Jg^albf reife fte^t, 
ift tin rechter, ober mit anberen SBörten, gie^t man tjon irgenb einem 
fünfte ber ^eri^^^erie Linien na^ ben beiben ©ubpunften etned Durc^;* 
meffer«, fo bilben biefelbcn einen rechten SDBinfel. 

©0 ift ftlfo ieber ber oier 2öin!el x, y, z unb t in gig. 58 ein 
re^ter. 

3)er Sogen, ouf bem ein ftum^ 
pfcr 5perip^crie»in!el fte^t, ift gtö^er 
' als ein ^^\i\xt\^, 

3ft ber SRabiu« be^Äreifeö unb 
bie @rö§e beö ^crip]^eriewin!elö be^ 
ftimmt, fo ip auc^ bie ©el^ne bed 
Sogend beftimmt, auf melc^em ber 
^eri<>i^erien)infel fte^t. 

Stan }ei(t)ne in einem jtreife, 

beffen SRabiud 1" ift, einen $eri<)^e* 

riewinfel öon 18», 43o, 73o, 98o, 

124^ I6O0. sjBie gro^ finb bie %t\jXitXi ber Sogen, auf welchen biefe 

?crip^erien)in!el fte^en ? 

5)ie erwähnte ©e^ne a bilbet mit ben beiben ©c^enfeln beö ^eri^f 
P^eriewittW^ ein SDreied; weTc^ed aber buri^ ben SSabiu^ be^ Äreifeä i?, 
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bie ©el^ne a unb ben ^ertp^^crifwlnfel J no^ nic^t üötttg kfHmmt tft, 
»eil, XüKXcci bie Seltne a gegoflen ifl, bie ?(ifle bed britten ©(fi|>un!tc^ 
noc^ beliebig «uf ber ^eri^)^erie genommen werben !ann. 2)ie brei 53c* 
ftimmung^flüde i2, a unb -4 flnb aud^ eigentlich nur aU gwei gu bc- 
tra(|^ten, »eil a bur^ A unb umgefe^rt ^ bur* a beftimmt ip. Sft .4 
gegeben, fo ifi a nic^t me^r »iBfurlic^. 

SSiixi^ biefen SSemerfungen mirb eö moi^l leicht fein, folgenbe 5)rei* 
etfe ju conftruiren. 
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a)ie aiuflöfung einiger biefer Slufgaben ift unmöglich. .aSelc^e fint 
ee? äßarum ift bie 8öfung unmßgli^? 

32 Die Tangente, äßcnn eine gerabeSinie einen 'Ärei^ in J»ei5punften 

f^neibet, fp fcillt not^wenbig tin ©tütf berfclben in ben Äreid. 3c meh 



gia. 59. 




fi^ bie bciben 5)urd^fc^nitt^punftc 
einanber naivem, befto fteiner wirb 
baa in ben ÄreiS fallenbe <Biüd bcr 
fd&neibenben iiniz-, fallen bie beiben 
^ur^f^nittapunfte in einen, etiüa 
ben ^unft a (gig. 59) jufammen, fo 
l)ai bie gerabe ?tnie nur einen ^unft 
mit bem Äreife gemein, jie beruljrt 
ben Äreiö nur in einem ^Junfte unfc 
l^eißt beö^atb J^augente ober Se- 
rn!^ reu be. Äein ^unft ber Zm^^ 
gentc liegt innerl^alb beS Äreife^. 
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Unter aHen fünften ber 2;angettte db (gij. 59) Hegt ber Setül^^ 
run8«i)unft a bein 3Jlittel^)unfte beS Greife« am nat^jten. ©in i)om ÜJltt^ 
tct<)un!te gum S3erü^tun9öi)un!te a gegogener 8?abiu6 ift atfo bie furjefte 
gntfcrnung be^ Ü)littel<)unfte i)on ber Sangente, biefer JRabtu^ ^e^t 
alfo ted^twlnfeltg auf ber Slangente. (§. 13.) 

2)araua ergieit fi^ ein leidstes aSerfal^ren, \xi irgcnb einem fünfte 
ber ^ert^)i^erie eine Slangente an ben Äreiö gu jiel^en. ^an gie^e nur 
einen Siabiua n(x6^ bem gegebenen 53erul^rung^^>unfte, unb at^bann burc^ 
ben S3erul^rungä^)unft eine Stnie, »etcbe re^tminfelig auf biefem SRabiuS 
ftc^t, fo Ijt fle bie ijertangte Sangente. 

Aufgaben. 3Ran gtel^e bnrc^ txntn Äreiö, beffen »eabiu« 1" ift, 
}»ei gu einanbcr re^tmtnfeltgc 3)ur(^me|fer. 3^ ben i)ier fünften, in »et 
c^en fle bie ^eri^jl^erie treffen, giel^e man Sangenten aw ben Ärei^, fo 
werben biefe ^ier Sangenten txw um ben Äreiö bef^riebeneS Duabrat 
bilben. 

ÜMan giel^e öom 3Jlittel^)unfte be0 Äreifea au« fünf SRabien, beren 
jeber mit bem fplgenben tintw äÖinfel = Vg 8?. mac^t. 3tc^t man in 
ben fünf fünften, in weld^en biefe SKabien ben Äreiö treffen, Sangenten 
an benfelben, fo bilben biefe fünf Sangenten txn regelmäßige« um ben 
Äretä befci^riebene« günfect. 

^ 3(uf biefelbe SQSeife conftruire man ein regelmäßige« um ben Ärei« 
bef(^riebene« ©e^öetf, SlAtetf, ^t\^ntd u. f. xo. 

Slufgabe. 3)ur(^ tintn $nnft a, gig. 60, außerhalb be« um c be^ 
fcbriebenen Greife« txnt Sangente (in biefen Ärei« gu gic:|^en. 

Sig. 60. 8luflöfung. 3Jlan 

gie^e öon bem gegebenen 
fünfte a (^ig. 60) eine 
gerabe ^xnxt nac^ bem ^xU 
tel^)unfte c be« gegebenen 
Äreife«, l^albire biefe Sinie 
unb befd&reibe um ben^al^ 
birung«^)nnft b einen Ärei« 
mit bem 3?abiu« bc. 2Bo 
biefer Ärei« ben gegebenen 
fc^neibetv ift ber ©eru^^ 
tunj^punft. J^er uvx b gegogene Ärei« f^neibet aber ben gegebenen 
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in {met fünften d itnb /. 9Ran taxin alfo t>on a oud imi Xan^^f 
im an beu j^reid jte^en, bie eine berul^rt ibu in d, trie anbete in /. 

Um ju bemcifen, baf a(2 unb a/ miifUcfa S^angenten finb, ^at man 
nur in {eigen, baß (i(2 mit bem ätabind cd, unb a/ mit bem dfabiue 
cf einen te(!^ttn SSBinfel mac^t. 3)er SBinfel cda aber fowul^l tt)ic bei 
©in!el c/a jlnb aber rechte, »eil jcber ein auf einem ^albfrcife fte^tii- 
ber ^Jerip^eriewinfcl ifh 

2He beiben ZanQtnkn macben einen Söinfel mit cinanber , ber um 
fo f|)i(>er wirb, je weiter fii^ ber $Punft a tjon bem Ärcifc entfernt, ^it- 
fer SGBinfet wirb burc^ bic Unit ao l^albirt. ^an tann baranö f4?lie§en, 
bag ber üHittelpunft eined Äreifed, melier bie beiben ©c^enfcl tinc^ fle* 
flebcnen SBinfelÄ berühren fptt, auf ber ,!&albirung§linie biefe« aSBinfcI-i 
licfleu muß. Um alfo einen Ärei^ jn jie^en, welcher bie beiben ©c^eii- 
fcl tUM gegebenen SöinfeU a: (^ig. 61) juglcid) berft^rt, l}at man nur 

ttn SÖtnfcI jn ib^^lbiren. S^bcr 
^^^* ^ 5ßun!t ber^nlbirnngSlinie lann jum 

97litte(pun!te cined Jlreifed genommen 
werben, welcher bie )>er(angte Sigen^ 
fd^aft l^at. .l^at man irgenb tina 
$uuft e ber «l^albtrungdlinie jum 
5Wittelpnuftc gen)öf)It, fo ift baö oon 
biefem fünfte auf ben einen ©c^cm 
fei bed Sin!e^3 gefaHte ^}er)>enbüel 
ber 9labiud bed ^»erlangten ^eife^. 
3!)ie ^er^enbüel, »el^ie mau 
jjon irgenb einem $pun!te ber J£>albirungölinie auf bie beiben ©dbcufel 
bed gegebenen SBinfeld fäQen fann, finb natürlii^ glei(^, unb mad^en 
tintn äöinfel mit einanber, welcher ben gegebenen Söinfel in 2 di, tv 
gdnjt. 

Senn ber Stabind bed ftreifed gegeben i|% welker bie beiben <B^au 
!el eineö gegebenen SGBinfefö berühren foD, fo fann ber aRittel^)unft nicfet 
mel^r wiDfürlic^ auf ber J&albirungölinie genommen werben, er liegt auf 
bem Dur«|)fc^nitt ber J£)albirung0linie mit einer anberen geraben Siuic, 
bie man mit \>tm tintn @(!^enfel bed Sinfeld parallel gejogen l^cit, 
unb bereu ©ntfernung öon biefem ®^en!el bem gegebenen jRabiuö 
glei* ift. 

©eifpiele. (Sinen Äreiö ju jie^en, beffen 9^abiu»3 1" ift, unb 
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mlä)tx bte beiben ©(teufet etne« SBlnfeU »on 119<^ beiu^rt; einen on^ 
bcrn Äreid gu giel^en, bejfen 8iobiu« VA*** ift, unb »eichet bie beiben 
gc^enfel tint^ ®infefö öon 63o berührt. 

©oll ein Ärei6 juflleic^ bie beiben Seiten a unb b eine« Dreiedö 
(gifl. 62) berül^ren, fo muß fein SKittelpunft «uf ber ^albirungeliuie bed 

^. ,,' ffltufete C lieaeu; berSWit^ 

tel^^uuft eine^ Äteifee aber, 

ber jufllei(^> bie beiben @ei^ 

ten b uaib c berührt, liejt 

auf ber.!^aIbirungMinie bed 

aBittfeU A. 5)et 5)urdS}* 

f(^nitt0^)un!t biefer beiben 

tl^albirung^nuien ifl ba^er 

ber üRittelpuuft eine« Ärei* 

feö, ber ju gleit^er ßtii bie 

brei ©eiten bea DreiediJ be^ 

TU^rt. ©ein 97abiud ifi 

ba^ \)ün bt m aRittcli)Uu!te auf eine S)reictf«feite gefällte ^ßerpenbüel. 2(uf 

bicfe aOBeife Iftgt flc| in iebeö Dreietf ein Srei^ bef(^>reiben, »eitler bie 

brei ©eiten berührt. 

3)a biefer Äretd bie beiben ©eiten a unb c berührt, fo mu§ alfo 
au* fein aRittel^)uuft auf ber J&albirungöfinie bed Sinfeld B lit%tn, 
mxan^ folgt, ba§ ftc^ bie «jpalbirung^linien ber brei 9Bin!el eiued Srei^ 
ecfä in einem ^Juufte fc^ueiben. 

3ur Uebuug jie^e man in mel^rere ber oben couftruirtw S)reiede 
Steife, welche bie brei ©eiten berühren. 

3)er aiabiuä r te^ iubefc^riebenen Äreifed fann eined ber nöt^ijen 
8e^immuu9§ft«dc eiuc^ 5)reied4 erfefeen, mit bur<^ bie Jludfui^Tung ber 
folgeubcn .©eifpicle fiar werben wirb. 
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3Ra»ilcouftruire folgeube 5)reiede, für welche ift: 
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^(äc^entnOaU^ * Serec^nung. 
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51 nmcr! ung. ©ci 2luflöfwng btcfcr 2Cufgabcn wirb mon niif 
großem QJort^cil i)on bem ©afec @ebrou(^ machen fönnen, baß wenn ein 
Ärctö bic beibcn ©c^cufcl ctiic^ SQBtnfeB berührt, unb man ijon bm 
üKittclpunftc bcö Ärctfeö Slabten ju bcn ®crülE)ruttg^^)Mtt!ten %\i^\, taj 
alöbauu bcr SÖinfel bcr betbcn Slabicu 2 3i. — A' ift, wenn man mitA 
bie ©rabja^l be§ gegebenen äBiufcB bejeic^net betragt j. 53. ber gegebene 
Stnfel 600, fo ift ber SBinfet biefer betben 8«abicn 180o — 60o = 120« 
[93ergleid;e §. 32 @. 44 unten.] 



©e(^6tc0 Äapitel. 



33 Flächenmaa49se. S)en gWc^enin^att einer ebenen gigur ju beftim^ 
men, ^eifit feilten, »te oft t\\\t gläc^e öon befannter @r8ge in berfe(6cn 
txA^QiVitw tj}. a^iefegW^e öon befannter ®röpe ift biclSinl^eit beögla^ 
^enmaageö. aRan nimmt allgemein etnDuabrat, beffen^eite 



bti Sängencin^tit gUid) ifl, al6 ISin^eit btS gldditn« 
nmaficft an. 3>a man «eif<^ttb<n( Sängentin^cittn ^at, fo ^at man 
oiH^ »etf^iebent gW^eneln^dten, al6: Duabrntmeile, Ounbrat* 
fug, DuabcatioU, Quabiatünie, Ouabratmetei u. f. »., 
ncl^e niäjH atibtxtiaii duabinte finb, btten ®dtc eimaRdlc, ein 
gug, ein 3dU, eine ?ini«, ein aJlet« ii. f. m. ifi. 

gift. 63 ijl eilt Cuabratjon (1 D"), glfl. 64 ifi eine Onabtaillnfe 
(lD"0 flltfiaiii6(lf*es 2R.ing; glg. 65 ifi ein Ounbrittceiitlmetet (iD""). 
Ig. 63. Sig. GG. 





ffHä}H ifi na(^ biefer SrfldrunQ leichter, al0 ben ^ti^alt tinti läng« 
li^en dit^ttdi ju finbtn, luenn ble @i:unbltii!e unb bie .ga^e, bur^ bie 
!ängene{nl)eit gemeffett, j1(^ Qerabe in ganjen 3o^t<n aitebröden lägt. 
<Si f" i- ®- ^<c ©runbliiile eines iJIngUi^en Stec^tedS (^Ig. 66) glei$ 3 
Zentimetern, bie ^i^t b"°, fo ifi tlai, bag man auf ber ©Tunb* 
iinie btei Dunbrnte nebenelnaitbei fieUen tann, beren febea ein 6«nti* 
meter breit unb ein (Seittimetei: ^ot^» ift. ^oldftt fRti^eii öon brel Ouns 
btatctittimetctn muß man aber fünf auf einanber feften, bia mnn baä ganje 
liingli<^e JKei^ted mit £^unbTatcentlmeteTn aiiägeffint i;al; hai lüngli^c 
Wedtied, gio.66, enthält atfoSXS ober ISOuabratcentimeter. 3Ödre bie 
©tiinbtinie 4, bie .^ofie 9 äoU, fo matt ber 3n^alt 4 X 9 = 36 Diia- 
bratgoH. 3Ran fiiibel alfo ben 3nt)nlt eine» Unglidien SRedji. 
edfl, »enn mnn bie ©rniiblinie mit bet ^Hft multiplitiri. 

SOienben wir bieS auf bie ^n^aUöbeie^nung »on Qntibcaten an, 
fo ßnben mii, in »eldjem 33erf)ä1tHig bie »erf^iebenen %\i^tnmaap 
SiM^citeit elneg a)Iang'®9^em$ fte^en- 3fl bie Seite eines Onnbia« 



48 ^läc^rntnf^alt^ ^S3fre(^nung. 

2 3 4 5 6 10, 

fo tfi bet 3;n^alt bed Quobtatd 

4 9 16 25 36 100. 

S)er Sn^lt ber Owabrate nimmt olfo niä)t in bemfclbcn aScr^dlt^ 
ttiffc jit, wie bic Seiten, fonbern im a3crl^4(tni§ ber jiüeiten ^otenjen 
ber ©eitenldngen. 

J)offelbe gilt ani) für Ifinglic^e «eStecfe. 5)er 3n^It eine« läng- 
H^en fRt^td^, bcffen ©rnnblinie a, beffen J&ö^e b ift, ift a X^ 
SB&re bie ©runblinie 2a, bie S^bf^t 2b, alfo bo^pelt fo gro$ aU nov 
f)tx, fo wäre ber 3n|falt 2aX26 = 4o6, alfo öiermal fo grof oU 
ber frühere Snt^att. fflerben bie Seiten eine« Wnfllic^en fRt^ttä^ fc# 
mal fo grog, fo wirb fein ^nl^alt fec^d unb breigig mal fo gro^, aU er 
mar; merben bie ^tittn gei^nmal fo grof, fo wirb ber Snl^alt ki 
J^unbcrtfac^e u. f. w. 

3ft bie Seite tim^ Duabrat« V2", fo i^ fein Sn^t y^O", b. B. 
ijier Duabrate, beren ®tHt Va" 'P^ xaa^tn tincn DnabratjoH awi 
eben fo: totnn bie Seite eine« Duabratö Vio" ifU fo ift fein Sn^alt 
1/10 X Vio= Viooü". 

3ebe Seite eine« Ouabratcentimeterd (gifl. 67) ift 10 SWiflimeter 
gig. C7. "^«wg, ber Snl^aft bicfe« Duabrate« alfo 10 X lö ober 
100 DÜJliDimetcr; ebenfo lann man jlc^ leitet überjewgen, 
ba§ ein Duabratbecimeter 100 Ouabratcentimeter entbält 
w. f. m. 

1 D"^ = 100d°^ 
1 D^™ = IOOD'^«^ == IOOOOD"*" 
1 D" = IüOd^«» = IOOOOD«"^ = lOOOOOOD"^ 
alfo au$ 

1 D^^= 0,01 D^"» = 0,0001 D'^°» = 0,0000010°» 
1 □ cm _ 0,01 D ^"^ = 0,0001 D »? 
1 D^"^= 0,01 D™ 
e« finb bemnac^ aucf) 

327,835786 D« = 327D» 83 D^«» blD^ 860'"'" 
58273916 D"^= 58 a« 27 D^« 39a«°» 16 D°"" 

S)urc^ d^nltc^e ^etfpiele muffen biefe Stebuctionen gel^örig geldttfig 
gemalt werben, ^uf dl^nlic^e SBetfe t>erglei(^e man bie Sld^enmaan^ 
einleiten , wel^^e ben %&ngenein^etteu be« je^nt^etligen gu^maaf e« ent- 
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fpreÄeii; tmb biefe «l^bann »ieber mit ben gidc^enmaa^ein^elten be« 
ÜJletcttttaaJeö. 

SBtc üiel Duabtakcntimetcr ^ot ein tabift^et (f^^weijerifi^er) )Dua* 
brötjoH, wie \){el DMaDrotbectmeter cnt^äft ein babtf^et Ouabtatfu^ u. f. w.? 

Sei ben fiUeten gugmaa^en iß bie ©uobecimoltl^ellunfl bur^geful^rt; 
ed ifi alfo 1 gu^ fltei^ 12 ^oü, 1 SoH glei^ 12 8(niett ti.f.w. 5)em* 
nadS^ tfl a\x6) fitr bad 3)uobecimalniaa§ 

ID' = 12 X 12 = 144a" = 144 . 12 = 1728a'" 

la" =^ 144a'". 

gig. C8. S'ö» 68 fieDt einen in 144 Duabratlin{en ^t^ 

ihdUtn DuabratjoD (altftanj6flf(^e« üRaag) bar. 

Der Flächeninhalt länglicher Rechtecke. g| 
SBenn man ben 2inl^a(t eined Iftngti^en fRtä^Ud^ 
berechnen toiü, fo mu§ man erfl bie ©irtinblinie unb 
bie^5l^e in einet unb berfelben @ini^eit audbntden. 
eö fei j.SS. bie ©tunblinie 2^«» 3««" 4°»°», bleJ&öl^e 
3dm 7cm 2mm; j,,(fl ^^^ ©ninbliuie unb J&a^e " 

^an^ in üHiHimetctn audbrnden unb bann mttIti<)Hciten, fo er^dÜ mau 
ben Snl^alt in Duabratmillimetetn au^gebrfidt. Site ©ntnbtinie ift 
234™°, bie Jg^öbe 372°»°», alfo bet Su^alt 234 X 372 = 870480"^, 
3n ßentimetern auöflebrildt, ifl bie Ontnblinie 23,4<™, bie J&6^e 37,2««°, 
alfo ber ^n^att 23,4 X 37,2 = 870,48 a<^. 3n Decimetern an^t^ 
bnWt, tft bie ©runblinie 2,34^«, bie J&öl^e 3,72^», alfo ber Snl^att 2,34 
X 3,72 = 8,7048 a dm. 3)iefe brei »iefultate flimmen aber öoWommen 
überein^ benn cd ift 8,7048 a^» = 870,48 a*'« = 870480™. 

SBie grof ift ber Snl^alt folgenber längli^ien We^itede, bereu ®runb^ 
Hnie mit g, unb bereu ^ö^e mit h begei^inet ift? 
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h 


1. 


ßcm ^mm 




Jcm Jmm 


2. 


^dm ^mm 




^dm 7 mm 


3. 


\m 3<*m 


52cm 


2m 5dm 3^1 gern 



9Bie gro§ ifi ber Sui^alt biefer lingli^^en SRe^^teäe in babtf(|^em 
Su^maa§ audi^cbrucft? 

W fi 1 1 f r , titnt (»eometrfe unb €terf omeWe. * 
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^(ä^enin^a(M^Sere4»nuiig. 



%üx S)uobe€imaImaa§e iß Ht Stebuction auf eine unb biefelbe Hn^ 
gencini^ctt tixoa^ umfUnbli^tt, inbem man, um auf bie uA^fl ^öl^ere 
ober bte nd^^p tiefwe «duflencln^eit )u wbuciwn, mit 12 muttij)l{ciren 
ober bit)tbiten mu^. (So fct j. S. für du IduftH^^e« «c^^tcd g=3"2''\ 
h = 5" 9'"; fo !atttt mau bie Sduflen eutweber gan j in äoHen ober ganj 
in Sinien au^brüden, 3m erfleren gatte er||dtt man ji = 3 + «/u = 3,166" 
unb Ä = 54-9/12 -=5,75", mitl^in J= 18,2046 a". 

Sie gto^ ifl ber ^ni^alt ber folgenben Idngli^en Ste^tede, beten 
®eiten in ))reu^if4)em 3Jlaa^ audgebrädt flnb? 
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, Sebed ^tobuct )weiet ®rö$en, mie a X f>, fttUi ben Sn^att eined 
(dngli^en Sle^tedd bar, beffen eine (Seite a, beffen anbere b ifl. (Sbenfo 
ßeHt a3 ben ^n^^ali eined aud ber @eite a confhuirten iQuabrated bar 

Senn ber ^n^alt unb bie ^i\)t eined länglichen Steci^teded gegeben 
finb, fo ftnbet man bie ©runblinie, totnn man mit ber $ol^e in ben ^n^ 
^alt bit>ibirt. S)abei i|) no^^ ju bemerfen, ba$ bie ^5^e bur^ bie Sdn^ 
geneinl^eit audgebrudt fein muß, meiere ber g(d^enein6eit entfprii^t, in 
»el^er ber 3nl^att auögebrudt ifl. 3fl j. 95. ber 3n^alt in Duabrat* 
Jonen audgebriidt, fo mufi anH) bie «göl^e inSoKen audgebrüdt fein; ber 
gefunbene Quotient ijt bann bie in berfelben einl^eit auegebrädte 
©runbtinie. 

(Sbenfo ftnbet man bie ^i^t, mnn man mit ber ©runblinie in 
ben 3nl^att bioibirt. 

®ie groi ijl bie ^8l^e folgenber »e^tede, bereu 3n|iaU J, nnh 
bereu Orunblinie g gegeben ijl? 



^i&^nin^altif^ttt^nvmQ, 
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1,0 D^™ 


ßpcra 



SBie grop ifl bie ©tunbltnie folgenbcr 9le(i&tede, bereit Snt^alt J, 
uiib bcren J&ßl^e h in ^)teußtfd)cm 9Raa§ au^gebrüdt tft? 



3" 11''' 
1' 9" 



12 a" 7 a'" 
3a' 5a" 
32 a' 94a" 135 a"' 



3fl bie Seite ctneö Duabrateö gleicl; bet Summe jttjcier iinitn A 
unb B, fo ift fein Sn^alt 

(.4 4-^)XGl + ^) = (^ + ^)' = -42 4-2..4.^-h/^2; 

baö ganje Duabrat it\ttf)t au^ Um Quabrate ber Äiuie A, bcm Dua^ 
brate ber 8inie B unb jmei länglichen 9*e(i^tedett, bereu Seiten A unb 
-B finb, wie bieS gifl. 69* erläutert, in welcher A = 30°»«^, /i = 7"" 

ifl. a)ad Duabrat »on 37 befielt 
in berSl^at an^ ben Duabraten ^on 
30, beul bop<)elten ^robucte "oon 30 
unb 7 unb bem Duabrote üon 7 
(900 4- 2 . 210 4- 49). 

^ier mxx^ noc^ ^an^ befonberd 

bie ttebereinftimmung ber geometrt;* 

fc^cn gouflruction • mit ber ©ilbunj 

ber Ouabrate gmeitl^eiliger SBurjeln 

^ B l^ertjorge^oben »erben. 

Lehrsats. ^araUeCogramme t>on glei^er ©runblinie unb 35 
f^b\^t f^ahtn gleiten ^l&^tninf^alt 





«iß. 69. 




B 


AB 


B^ 


A 


A* 


AB 



5 2 ^l&^mirt^aUi^^^xci!^nvLn^. 

S3e»ei«. 6d feien abcd mxb cdcff (%i^.70) jmei SpataHelofltommf , 
kpeli^e bie gemeinf^aft({(i^e ©runblinie cd haUn; bnf ^eibe glei(^e<&ö^e 

8^0 70. l^aben, erfennt man haian, ba§ bie 

»- ib f ^g ©citen afc unb pf, meiere ber 

\ \ / / ©ruubltttic gege nfibetHeflcn , tn 

\ V/ / emcr mit crf^)aranelen8in{c liegen. 

\ A / 3<^^*wan6/J fo entfielt einct>iep 

\ / \ / fettige gigur acdg. klimmt man 

\ / \ / "^^^ W\tx brtd S)teie(I ac/ »efl, 

\/ \ / . fo bleibt b(iö Parallelogramm c(i^^/ 

^* ci flbrig; nimmt man aber S)on acrfa 

bad3)re{e(f 6(/^ meg, fo bleibt badfparane(ogramma&c(2 übrig. 9hm ift 

aber ba^ Dreietf acf gleich benl J)rcied hdg^ benn 

«; = J'^ JS.23. 
cf — dg \ 

2iacf = ^jbdg §. 8. 

^acf = l}, bdg cn.). 

9Rag man alfo bad S)reie(! ac/ ober bad Dreied bdg t)on acdg 
wegnehmen, fo mu$ bo^ gleich )>iel übrig bleiben, fo(gIi(|» 

abcd = cJ^/. 

I)a nun alle ^Parallelogramme öon glei(i^er ©rnnblinie unb J^ö^e 
glei(^ gro§ finb, fo l^ahin fie au^ benfelben glä(i)enin]^alt mte ein läni^^ 
lii^ed Stec^tecf, weldiied biefelbe ©runblinie unb $ö^e ^at. SR an finbet 
bemna(^ ben ^n^alt eined ^arallelogrammd, menn man bie 
©runblinie mit ber ^h^t mnlti<)licirt. 

93ejei^nen wir mit g bie ©runblinie, mit h bie J&8^e unb mit J 
ben gli^eninl^alt eined ^arallelogrammd, fo ift bemnac^ 

J = gh, 

3ur Hebung beregne man ben 3n^alt mehrerer ber oben conftruir^ 
itw Parallelogramme. 
36 Flächeninhalt der Dreiecke. 9Bie oben §. 24 gejeigt mürbe, iit 
jebeö Drcicd bie »l&dlftc eine« ^araflelogrammd, »el^^eö biefelbe ©rnnblinie 
unb ^i\it ^at. a)lan beregnet alfo ben gldc^enin^alt eined ^reiedd wa^n 
ber gormel , qh 

ober m äBortcn: man finbet ben Sn^alt tint^ 5)reic(!d, »enn 
mau bie ©runblinic mit ber ^^^t inulti^jUcirt unb bad ge* 






^ia^min^aUi^^m^nnn^. 
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fuitbtne ^tobtict iutä) 2 ii^xbixi, ober ma$ baffeKe ifl, wenn 
man bie ©tunbtinie mit bet l^alben ^il^t, ober bie ^if)t nttt 
ber l^olben ©runblinie mult{)pltcirt. 

aJlan itxt^nt ben 3n^U mei^rerer ber oben conjhuirten SDreiecfe. 
S)it)ibirt man mit ber l^alben ©runblinte in ben 3w1^alt, fo er:i^cilt 
man bie S^i^t bed 3)reieda; bt))ibirt man mit ber falben «O^^^ i" ^^n 
Sn^It, fo er^It man bie ©runblinie. 

FlAoheninlialt der Vielecke. 3ebe6 SSieted, e6 ma^ eine gorm 37 
}^aUn, wilä^t man will, td|t jtd^ burdj) ^Diagonalen in SDreiede jcrlegen. 
©ereignet man nun ben Snl^alt eine« ieben biefer S)reie(Ie für fl*, fo 
finbet man ben 3tt^alt be« aSieted«, wenn man bieSn^atte ber einjelnen 
3)reie(Ie abbirt. 

3ur Uebung geic^ne man mel^rere ^ani beliebige iBielede unb be^ 
flimme ii^ren 3nl^alt. 

SQenben wir bied 93erfal^ren auf ein ^aralleltrapej am bie eine 

ber bciben parallelen Seiten (gig. 71) 
fei g, bie anbere g*, i^re Sntfer^ 
nung )>on einanber k ßiel^t man 
eine ^Diagonale, fo entftel^en gmei 
35reietfe; g ifl bie ©runbtinie be« 
einen, h feine ^i^t; bie ©runblinie 
beg anbern ifi g*, feine J&öl^e eben^ 
faß« k S)er Snl^alt beö erflen S)rei* 

ed« ifl bemnac^^, ber Sw^aÜ bed anbern ^, folglicf) berSnl^alt ber ' 

ganjen gigur ^ + V" = ^- ^ "t '^ ' ^^" P"^^* ^^f*^ ^^" 3«^«« 

eined $araQeItra))eied, wenn man bie Sdnge ber beiben pataUtUn ©eiten 
abbirt, i9on biefer @nmme bie «l^ilfte nimmt, unb bann mit ber ^$:^e 
multi»)Kcirt. 

nächeninhalt regelmässiger Vielecke. S)er gl&^ieninl^aU 38 
regelmSlfiger tBielede U^t flcib no^i auf eine einfachere, aH bie eben 
öwgegebene ©eife befHmmen, benn wenn man "oon bem 3)littel^)un!tc 
Labien na^ ben (SipnnlUn giel^t, fo wirb bad äJielecf in eleu fo 
«iet gleite S)reiede jerlegt, ald ed Seiten f^at 3{l alfo nur einmal 
ber 3tt^att eine« folc^en 3>reiedd beftimmt, fo finbet man burci^ eine 
ÜRuttipIication ben ^ni^alt bed ganjen SSieled«. @$ fei n bie ^n^ 




54 %\&^mn^alti^^ttt^nm^. 

ja^I ber ©eitcn bc« »ieletf«, s eine aSieleddfelte, ä rin t>om SRittefc 

<)ttnfte auf bie ajicledöfeite gcfittteö 5pet:<)cnb«el, fo ifi *y bet 3m 

l^alt eined JE^eilbrcied« unb mit||itt -^~- ber Snl^att ber flangen gtgur; 

n.5 ift aber ber Umfanfl ber gtgur; bejei^nen »ir benfefteii mit u, fo 

ift alfo ber Sn^alt ber gigur ^ , b. ^. man flnbet ben 3nl^att eimd 

regelmäßigen äSieIed d, menn man ben Umfang mit bem aud bem 9]'littel^ 
<)ttnfte auf eine SBieled^feite gefällten ^erpeubifel multi^jUcirt unb ba« 
$rpbuct burci^ 2 bit)ibirt; ober au4^, totmx man ben i^alben Umfang mit 
biefem ^erpenbifel, ober bad i^albe $erpenbi!el mit bem Umfange multi^ 



Siebented jtapitel. 



39 Bedingimgen der Aehnliohkeit. ^n 8* 9 xjjt gezeigt morben, 
bag ee fünf gdlle giebt, in benen ein S)reieä b.ur^ brei ®tu(fe beftimmt 
ift, unter benen fic^ aber toenigflend eine @eite befinben muß. Slu^ !ann 
man bie @lei(^^ett gtoeier S)reie(fe nur bann bemeifen, totnn man außer 
ber ®Iei(^i^eit ber entfprec^enben Sin!el na^metfen !ann, bag eine®eite 
bed einen ber entfprecib^nben Seite bed anberen gle{(^ ift. ^mi^ bie brei 
äBin!eI ift ein ^Dreiecf noc^ ni^i beftimmt, ed linntn btmnaä^ in gmet 
S)reie(fen bie entfpreci^enben SBin!eI glei^ fein, o^ne baß ed bedl^aU^ au^ 
bie entfDre^^enben ©eiten finb. ßwti S)reiede nun, in totl^tn bie entfpre^ 
(i^enben Sintel glei^^, aber bie entfpre^enben ®eiten ni^t gleich finb, finb 
einanber äl^nlitf). Um alfo bie Slel^nli^leit )toeier ^reiede na^ju^ 
meifen, f)at man nur bie ©(ei^i^eit ber entfpre(^enben SBinlel gu geigen. 
Die beiben S)reie«e gig. 72 unb gig. 73 finb ä^nli^, »eil jeber fflinfel 
bed einen bem glei^^ be)ei4^neten Sinfel bed anberen 3)re{eäd gtei^ ift. 
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SefciutttH^ tji itx britte SOBtufcI eine« ©tciedö bur^ bic ©röße bet 
beiben anbeten befiimmt, inbem bie bcei S8in!el )ufammengenommen 

«ig. 72. 



Stö- 78. 




^mei Steckte bettagen ntäffen. Jlann man alfo nut na^iweifen, bafi {tpei 
SBinfel eine^ Steiedd ben beiben enif))te(!^enben SBinleln tiwt^ anbeten 
gleich jlnb, fo teid^t bie« f^on l^in, bic 2(el^nli(|ifeit bet beiben Dteiede 
}u bemeifen, benn aldbann ift au^ bet btitte 98in!el in beiben glei(|». 
^attt man j. 55. jnjei SDteiede, beten iebe6 tintn fflinfel öon 50o nnb 
einen S)on 100» ent:^dlt, fp pnb jle i^nliä^, benn in biefem gaUe flnb 
alle Sinfel bed einen ben entf))te(^enben SDinfeln bed anbeten glei^; 
bet btitte SBinfel mu§ in {ebem bet beiben 35teiede 30® fein. 

3ut Uebnng conjituite man folgehbc hi)^ IDteiede, unb befHmme 
aldbann, meiere betfelben einanbet a^nli^ {inb. 
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Proportionalität der Seiten, ^tnn bie beiben SJteiede (gig. 74 ^ 
ttnbgig.75 a. f.©.); beten ©eiten mit a, b «nb c; a, 6 ttnb c bejei^net 
fmb, d^nli<|> jlnb; xotm fetnet bie Seite a bet fünfte SEi^eil bet Seite a i% 
fo nm^ anc^ b = Vß * nnb f = Vs fein. Um biefe Sel^aui)tttng ju beweifen, 
trage -man bie Seite a fünfmal auf a auf, fo bafi de^=i ef = fg =^ gh 
=hi::=a, wa^ jebenfalld mSglic^ ifl, ba bet SSotaudfefeung nai^ a^^/^a 
fein foH S)ut^ ieben bet ^unlit e, f, g unb h jiel^e man eine Sinie paxaUtl 
mit c. 2)iefe öiet ginien f(^>neiben bie 8inie ft in ben ^untttn k, l, n 
unb p. ßiel^t man nun fetnet but^ bie fünfte k, l, n unb p bie Sinien 
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km, lo, nq unb pr mit a \^ax<iM, fo cntftel^eii bie 3)rei<(te dke, klm, 
Ion, nqp ttnb prs, welche fowo^^l unte« ^^, aW aud^ beut 5)rete<! 



Si^. 75 



«tQ. 74. 




a 




gig. 74 fllei(^ flnb (»arttm? »irb ber 8efer »ol^I oJ^ne ©«i^wierigfeit 
nac^weifen fönnen). 

2(ud bcr @Uiä^\)tit biefet Dreiede folgt aber nun, bo§ cZä: :^ kl 
= Zn == np = ps, bag otfo »irfli^^ b = ^6^- Swner folgt ait^ bcr 
©leic^^eit bicfcr ^xtität, bag Ä;e = Zm = no = pg = «r = c ip. 
3)a nun ferner au(^ mf = ke = c, fo ifl Z/ = 2 r , folglich ift auc| 
o// = 2 r unb w^ = 3 c, «nb fo weiter f(i^liegenb, ergiebt [\d^ enbli^ 
au^f baß 81 ober c = 5c, wie oben bel^auptet würbe. 

SBÄre a Vs^ ^U, Ve ••• - ^«>tt « ftewefen, fo würbe aui^ b % 

Im 

1/4 f V« ••• ~ ^"^^ ^f ww^ ^ fc^^ 3te, 4te, 6te ... «te JEl^eil i>on c ge^ 

wefen fein, waö fl^ ^ani auf bie eben buri^igeful^rte Strt be weifen lä§t. 

3)iefer ®a6 lägt ^^ in Sorten ganj aQgemein fo audbriiäen: 
SBenn ixoti Dreiede einanber di^nlic^ finb, unb bie eine ^tiU 
beö Heineren ip irgenb ein aliquoter Sll^eil ber entf^prec^enbcn 
@eite bed größeren 3)reiedd, fo betragen avi^ bie anberen 
Seiten bed üeineren Sreiedd ben eben fo ))iet{len 31l^eil ber 
entf)>red;^enben Seiten bed großen. 

SHe beiben 3)reiede Zmn (gig. 77) unb opq (gig. 78) feien 

77. gig. 78. 

l4 
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äl^iUi^. ^^nn ^^ nun bit ©runblinie Im ju op ^ititili mie 3:5, fo 

In : oq = d i b 
uub 

mn 1 pg = 3 : 5. 

Um bie« )u bemeifcn, t^eilc man bie Orunblinie op in fünf flW4e 
Zf)tiU, fo ifl 0« = y^op, alfo o« = Zm. I)ur(|^ leben ber Zi)tiU 
punfte auf op gtel^e man eine 8inie parallel mit pq; biefe Linien tl^eilen 
oq in fünf %Ui^t Zi^tiU, unb ba or btei biefer Sll^eile betrajjt, fo ^tx^ 
l)ält fl(!& orioq = i : b. Sbenfo leicht ifl au(^ gu jeiflen, baß r«:|)gf 
= 3:5, inbem, »ie auö ben \)oriflcn Stummem folgt, rs breimal unb 
pq fünfmal fo groß i^, aU bie Sinie, wd^t bur(|) ben na(^ o juerfl 
folgenben X^eilpunft ber ©runblinie mit pq parallel gejogen ift. SlQe 
^tiitn bed 3)reied^ or« »eri^olten flc^ alfo ju ben entfpted^enben ©eiten 
bed DreiedfJ opg »ie 3:5; ba aber, »ie leicht gu beweifen ift, ba« 
Dreiecf Zmn = /\ ora, fo flehen alfo anä^ alle Seiten be« Dreiedd 
Iran }u ben entfpred^enben be^Sreiedd opq in bem Serl^iltniß ))on 3 : 5. 

aWan conflruire jtoei di^nlicfte Dreiede, beren ©runblinicn flc^ »er^^ 
l^alte« »ie 4 : 7, unb bemeife auf bie eben bnrc^flefü^rte ffieife; baß 
an^ bie anberen einanber entfpredS>enben ©eiten beiber 3)reiede in bem^ 
felben aSerl^dltnip ftc^cn. 

Sluf bie angefül^rte S(rt lagt f{^ immer bemeifen, baß totnn {mei 
5)reiede if^nli^ flnb, alte Seiten bed einen in bemfelben S3er^ 
^dltniffe gu ben entfpred^enben ©eiten bed anberen ftel^en. 
^egeic^nen toxi mit a, b unb c bie brei ©eiten bed einen, mit a, b unb 
c bie brei ©eiten beö anberen, unb g»ar fo, baß glei^^e Su^^jiaben ent* 
fprec^enben ©eiten angel^ören, fo ift bemnacb 

a : a = h : b (1) 

a : a = c : f (2) 

9(ud ber Seigre ^on ben Proportionen ift befannt, baß man bie 
mittleren ©iteber einer geometrifc^en Proportion mit einanber ^^er^^ 
tauften fann, ol^ne baß baburd^ bie SRi^tigfeit ber Proportion ^t^ixt 
»irb. 3lud ben beiben Proportionen 1 unb 2 gie^t man bur^ biefe 
3$ertauf4»ung 

a : & = a : b 
a : c = tt : f . 

SBenn alfo gwei S)reiede il^nlid^ finb, fo flehen ie gtoei ©eiten bed 



' 
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3le^n(i(i^feit tci Dretccfe. 



einen unter einanber In bemfelben SSer^Itnip, in »eld^em Wc ben beiben 
entft)re(|ienbett ®tiitn bed anbeten )u einanber jiefeen. 

®o giel^t man avL^ bei «el^nli^^feit ber 2)reicde gifl, 77 unb gig. 78 

gttttd^fl bie H}ro<)ortionen 

Im : op =-. In : oq 

Im : op = wn : pq 
In : oq —- mn : pq 
unb bttt^ bie aSertaufc^ung bet mittleren ©lieber 

Im : In = op x oq 
Im : mn=: op : pq 
In : mn== oj : pq. 

41 Aufgabe. (Sine gegebene gerabe ginie in beliebig i>iele gleldje 
Steile jn t^eilen. 

>5'9- 76. ^^ auftSfung. Die 8inie ab 

(S*fl- 76) fei in fieben glei(5c 
Stelle ju tl^eiten. SKan jiel^e 
burc^ ben einen @nbpnnf t a ber 
gegebenen 8inie eine 8inie ac 
in beliebiger Siic^tung nnb )>on 
unbeflimmter Sdnge, trage aW 
bann ))on a an fiebenmal eine 
beliebige Sänge ad auf« fo ba$ 
ad =: de ^=1 ef =: fg u. f. w. Si^^S^* »1«^ wxn t)on ä: nac^ fc «nb mit 
kb parallel «inien bnr(^ bie ^Puufte d, e, /, gr, ä unb t, fo t^eiten biefe 
bie ginle ah in jleben glel(i^e 3:^cile. 2)er 8e»ei« ergiebt flc^ lei^t aud 
bem \)origen Paragraphen. 

42 Der tausendtheilige Haassstab. 3luf bie in ben legten fßaragra;' 
p^en befprocbenen @&6e grunbet ficb bie (Sonftruction bed fogenannten 
taufenbtl^eiligenSttaaßfJabe^^ welci^er gemattet, gingen bi0 auf Untere 
abtl^eilungen (etwa Vio Linien) genau gu meffen, »el^e gu Hein finb, al§ 
ba$ man fie unmittelbar auf eine gerabe Sinie auftragen fOnnte. ^ig. 79 
jtent ein ®tötf tint^ folc^en ÜHaapfiabe« (babifd^c Soße unbginien) bar. 
SDer SRaagftab befielt nic^t m^ einer einzigen get^eilten Sinie, fonbern 
er mirb burc^ 11 nvx eine Sinie ))on einanber abftel^enbe ^origontallinien 
gebilbet. S)ie gangen B^He flnb t)on ber oben unb unten mit begei^»^ 
neten SSerticallinie nac^ re^^td gegdl^lt (unb gmar entl^ilt unfere gigur 
beren nur no(|) gtoei, wdl^renb in ber Siegel ber ÜRaafjiab ^on an 
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■0^ 10 3oII mlgt), bie Slnien »Ux na<^ bcr hinten. £ci Itgte Soll 
von an linH if) nimü^ auf btT obttfitcn unb ouf bcr untti^eu ^o* 

ffii«. Ja. 




tiiontanfnte tn 10 gleist Zi)tilt QttlieUt, alsbann ahn ijt »on bctn 
X^Ifunfte 1 auf b» obtifteit ^otlioKtaltn eint ftijTägc iiuit nac^ 
auf bei unlnßen gejogen unb mit bitf« f]ataQtt bann nxitn 
Don 2 oben nac^ 1 unten 

. 3 . n '2 . 



»ig. 80. 

I 



u. f. 10. Mnf biefe Seife entfÜE^en nuf beiben@eit(n be8 in 
Slnfeu act^eiltenBofeö nttue f^ii^e ^Dteiede een l''$e^e unb 
1"' S9ajIS, uon btntu ba^ teiltet $anb gig. 80 fAt f{$ aDein 
gejti^littt i% Sitfei S)ieied mitb nun oon ben ^orijontalen 
Sinien buti^f^nitten, von benen mit bie aKenintetßc mit 0, 
bie nA^fle mit 1, bie folgenbe mit 2 u. f. n?., bie oberjle 
enbli(^ mit 10 bejei^nen woBen. iJieienifle Sfiuge tiefet 
(forijontaUn, roef^e in>if(^en bie »erticnle bc (00 in gifl. 79) 
ciuetfeitd unb bie fd^r^i^e ac anbererfeitS fatlt, iß nun 
fßt bie ^lorijontatlinie 1 fliei* 0,1"' 
2 . 0,2"' 
. > . 3 . 0,3'" 

. . . 4 . 0,4'" 

u. f. t»-; man tonn alfo auf biefem ÜRaagftab bis auf Vio Sinie genau 
mefffn, nur muß man bie Steffung auf bei entf^iec^enbcn ^ociicntat« 
linic vpTMlfmen unb itoax auf ber ^onjontatlinie I, 2, 3 ... 9, nenn 
Vw, 'ho. 'Ao ■■■ '/lo «fnit flbiumeffen tfr 

es fei i. ». bie «änge 1" 4,7'" abiumeffen, fo ^ai man in8ig.79 
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auf in ^orijontaUiiilc 7 bje iin^t ^u nehmen jnffc^en bft o(en mil 
1 be{(i^iteten SStTticaUiittt unb bti unten mit 4 bescii^netcii fdirägcn. 
JDte @nb^uiifte biefer Sänge fitib lu uiifeKt glgiit mit X tegcii^iitl. 
S)et 3(b|laub bet belben in unferer Sigui mit . Bejeidmeten Sßunfte in 
2" 5,4"'. Die Sänge 1" 8,1"' ifi auf bet ,§otiiijntflIIinie 1 in bet äDtiie 
abtugreifen, mie tä bui^ einen (leinen Ouerjhi^ / bejeit^net i)>. 

ßut Uebnng gieife mon mit bem 3ii''el auf obigem 3)taagf)ab ab: 
0,7"' 1" 3,r' 

5,3'" 1" 9,2'" 

8,8'" 2" 1,6'" 

43 Der ITonius. (Sine anbete aSotti^tnng, mettfce baju bfent, ?öngtn 

bid auf (tetne Untetabt^eilungen genau ju incffen, iß, bet Stouiue (nadi 
feinem ©rfinbet fc genannt), beffen Sßiefen batiu befielt, bog (ängä bei 
{>aui9tt^eitung ein fieineteä get^eilted $Iätl^en, bei 9tontug, oetfcbiel)' 
bat ift, btffen S^^ellung ;u b« ^au^itt^eilung In foId^eT Sejie^ung ßc^t, 
tag bie Sänge von n ft^eilen bet .^auptt^eilüng auf bem 9etf<^iebbairn 
Saferen in n + 1 obet n — 1 a:^eite get^eitt ift. 

3Bit »ollen bie8 an einem freeleüen Seifplel etläutern. 3n S'g- 81 
fei AB bie In ¥""[« Linien get^eilte ^auptt^eilung; CZ* ifi bet St« 



ttiu8, loelf^et \}m gerabe fu gepeat ift, ba§ bei I^eilfltidt be« 31p' 
ni«8 mit bem X^eitfitii^ 12 bet >&auiptt^eilunfl, bet a;iiei(fttl* 10 beä 
91oniuS aUx mit bem 3:betlflttd) 21 bet ^aupft^eitung {ufammcafAUt. 
Man übeifle^t bei biefet Stellung lel^it, baß bie Sänge oon 9"' ber 
^auiptl^eilung auf bem 9lDniud in 10 Qtddje 3:beile get^eitt ifl, ti 
finb alfo 

10 SWoniuSt^eile . = 9'" 
1 9loniuet^*il . = 9/io"' 
1 SWoniuSt^eil ip alfo um Vio «*«'« "t'n« «U 1'"- 

3Benn alfo itgenb ein S:i)ei(|iri^ be8 Konluä mit einem a:^fl(lti^ 
bet ^wupttbeilung |ufammenfätlt, fo leitb »on biefem nn gerei^iKt ber 
Ifle, 2te, 3te u. f. n). X^eilftti* beSÜioniuä »om Ißen, Sten, 3ten u.f.w. 
a^eil^ti^ bet ^auptt^eilöng um V„, »/lo, Vio u. f. w. «inie abpe^en. 
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So ift i. ». in gig. 81 b« Stb|tönb beS 

2:^i(fltt$d 1 beä91ouiud vom 3:ireilf)ri(^ 13 bti .gaufitt^etlung = 0,1'" 

.. 2 . . . . 14 . . = 0,2"' 

■ 3 • > • . 15 . . = 0,3'" 

. 4 • > > . 16 . . = 0,4'" 

> 5 > > • . 17 » . = 0,5'" 

. 6 . » . - 18 . . = 0,6'" 

U. f. IB. 

fflitb nun bei EnoniuS längS btt ^nuptt^eilung »»f^obttt, fo fann 
miin für jfbt ®ttDunQ Ui 9ioniuS bis auf Vio Sinit genau angeben, 
n<te Ktit bic buT{^ ben SnuDpunft bte 9toniu3 btiti^nete ©leHt »out 
^ZuOpiintte b<T $au;>tl^eitung abfte^t. 

3n Sig. 82 j. «. jJe^t bet 9iitnpun(t be8 SionliiS jmifdKn bm 
^^eilfli{(^cii 10 unb 11 bei <!^<in)>tt^eitun(|. @e^t man aber vom 9tuD; 
ipiinfte beSSIoniue na0 ber Siebten, fo finbet man, bag btt Xijtü^i^ 6 
beä 9lonluä mit einem Sü^eiljliic^ (unb jiDar btm3!^n(f)ri<^ 16) bcr .&aiiipt> 
tljeilimg {ufammcufAHt. 6S (ft alfo bei $tb{tanb iti 
Sbeiri^ii^Ö 5 besSRoniuS com Sbeilllii* 15 bei ^aiiptl^eilunfl — 0,1'" 

= 0,2'" 
13 . . = 0,3'" 

= 0,4'" 
= 0,5'" 
= 0,6'" 

!Dit in gig. 82 burdr ben Stiidvüntt beS ülonlng btjel(^nete Stelle 
iji (lifo 10,6'" »ont SluHipunfle be8 SftonlwS entfeint. 
S?f(l 83. 




3?ei bet eteHung, mel^e bei Utoniua in gifl. 83 gernbe einnimmt, 
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SlclmU^fett fecr Dretcde. 



ifi b« atflnnb »um gitiüpunftt ber ^»iMpH^eilung biS jum SluBpunftt 
be8 aioniu« gleid> 9,3 «Inieii. 

äßU gtog iji ber ab^nnb btr Uibtn 9Iiinpiiiifte bei b« In gig.84 
seijtit^nttcn ©teilt beä Snonliid? 




Um beim Uiiterri^t bit StbUfung btd 9tijiituö eliijuAbeii, ift bai 
SJIobcIl (inet folgen ißorriilituna In flinjgem OTnnßftabe }u empfehlen, 
bei meldiet etma bie .giauplt^eilung in BoDtn auägtftitirt unb auf bem 

gifl- 88. gifl. 80. 




9iDniue bii Don d BoOen in 10 gleite X^tflt ; 

get^eilt i|i, fo baf mon 3«^«tel 3"^ bamif obfefen taan. i 
gig 85 fttnt (in lol&eS in .^otj üuäflefö^rtt* aWobell ■ 
tu "lo be: naturii^en ©iBge bot. 3)ei: SRoniu« [ß ouf 
|ii||"im einem ©(Riebet aufgetiagcn, neiget lAngS ber Si^Unc 
^in unb b» gef^obtn »erben fann, auf »titlet bit 
.fiauptt^ejlung angebradjt i^ S^iebei unb Sirene 
gongen mittelfi eined in einem S^IIg bei Seltne «et' 
fifeiebbaten ©tifteä jnfnmmen, unb eS (onn betSi^iebet 
mitteljt bei: ©t^taubcnmuttei: n an {ebee beUeUgen Steßi 
bei ^ituptt^eilung fqtQt]»Ut tserben. X)ie Krt unb 
30eife, nie beibtSl^eile jufamntenl^SnQen, lßauBgig.BG 

3)ei fftoniKS »itb bei fireiät^eilungen no* ^auPger onflcmantt aU 
bei «önflent^dliittaen. snc^men, mir an, auf bet ^ouptt^ellunfl fei bei 
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• 

®xab tto^ tu brei X^eiU get^eilt, fo i|l bet Bogen i»if(^ctt fe j»ei 
S:^eilpri*en ber J&auj)tt^ciluttfl glei^ Vs ®tab = 20 3nin«ten. SBBcnn 
nmx ber Sogen ))on 19 3!^eilftt^en ber .&a)(pitl;eilung anf bem 9Ioniud 
in 20 gleiche S;i^eile getl^etlt ift, fo ifl ber SBogen jwtf^cn jwet oufeinan^ 
ber folgehben 3;^etljlri(|ien bed SWoniu^ V20 öon einer Slbt^eilung ber 
^aupitfftiluni, alfo ber 20fieXl^ei( oon 20!Dltnuten; man fann alfo bei 
biefcr ©nric^tnng mit ^filfe be« 9lonin0 bi« auf 1 SKinnte genau ab*« 
Icfen; S)ad SSer^dltniß jtoif^^en Jioniud unb ^au<)tt^eilung ift für »er^ 
fcf>iebene 3wP^w»^^wte ni^t baffclbe. 

Aehnliohe Vielecke. 3n)ci SSielede abcde unhABCDE (gig.87 44 
unb gig. 88) flnb &i)n\xä^, »enn alle Dreiede i^nli^ flnb, in welche fle burd^ 

gtg. 87. 





entfprcd^enb liegeube 5)iagonalen getl^eilt »erben, ©ollen bie gunfetfe in 
Big. 87 unb gig. 88 ftl^nli^^ fein, fo mu^ ba^ Dreied abe bem S)reied 
ABC, ferner acd bem Dreied ^Ci), unb enblic^ ade bem S)reiecf 
ADE &f)n\i^ fein. 3n btefcm gaBe aber l^ot man 

ac : J[(7= de : J9C 
ac : AC = cb : CB 
ac : AC = ab : AB 

worauf folgt 

« de : nC =z ob : CB = ab : AB 

ebenfo W§t pc^ auc^ geigen, bap bie ©eiten de unb ea gu ben Seiten 
Di? unb EA in bemfelben aSerl^dltniffe fttf)tn. 

SBenn alfo g»ei SSielecfe einanber ftl^nHc^ finb, fo finb 
bie entf<)red^enben ®tlUn <)ro<)ortional, b. f). aUe Seiten be« 
tintn gjielede flehen in ^Ui^m Serl^SItniß gu ben etttf»>re^enbcn Selten 
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be6 anbeten. 3fl |. 8. tint ©eite be^ Heineren V» ^^^ entfprc^enben 

€eite im großen, fo flehen alle ©eiten bed Keinen )tt ben enifprecben^ 

ben ©ctten bed großen in «bem Ser^dltnip ^on 1 : 9. ®it^t eine Seite 

bed {(einen }n ber entfpre(|^enben im großen in bem Serl^iltniB )?ott 

2:7, fo finb aQe ©eiten bed Keinen V? ^^^ enifpre(|^enben ©eiten bcd 

anbeten Sielend. S)ataud foTot nun au^, ba$ {e }n)e{©eiien bed tUi\m 

nntet fic^ in bemfelben SBct^ältnip f^e^en, toit bie beiben entfpte^cnben 

©eiten beö gtogcn SSielecfd. 

45 Berechnung der Dreiecksseiten. .^te Ißtopottionalität bet ©eiten 

dl^nlt^et Dtetccfe liefert ^in fOliiitl, gwci €ctten tint^ Dreieda gu berctb^ 

nen, »enn man nnr tint ©eite bejfelben unb bie brei ©eiten eineö ähf 

lieben fennt. (Sd fei g. ». in einem 3)reie<f bie eine ©eite o = 1000', 

bie (Btittn b unb c unbe!annt. ©ie ©eiten eined anberen S)reie(f*3, mU 

^ed biefem a^nli^ ift, feien mit a, h unb c begei^net, unb jmar t>, 

baj bie entfprcci^enben ©eiten bctber Dreietfe mit gleie^en Suc^ftaben 

bejeici^net flnb. @ö fei nun o = 4««», b = 1^^, c = 5^, fo ^at woii 

bie Proportionen 

a : b = a : b, 

ober, wtnn man für a, b unb a i^re SQBert^c fefet, 

4:7 = 1000 : b, 

worauf fiei^ ergiebt 

^ ^ TWO ^ 1750. 
4 

@benfo l^at man bie Proportion 

a : c = a : f, 
alfo 

4:5 = 1000 : t, 

moraud {l(^ ergiebt 

r = £^=1250'. 

. Äcnnt man bemna^ in einem S)reiecfe nur eine Seite unb jivci 
SDBinfel, fo fanu man bie gänge ber beiben anberen ©eiten burd^ Diccfc^ 
nung fiubcn, ol^ne (le birect ju meffcn; benn ba vxm ytoti fflinfel bcö 
5)reierfö fennt, fo fanu man ein dl^nliei^e* auf bem ^Papiere conftruireji, 
bie Seiten bejfelben meffen, unb bann auf bie eben angegebene Süeife 
bie ttöt^igen ^Proportionen anfeuern 

3ur Ufbung mögen einige «cifptele bienen. ffiie grog flnb in feU 
genbcn fc^ä SDreieden bie ©eiten b unb c? 



ntitHi^Uit »er txeitit. 



a 


B 


C 


« 


^^ 


C 


4524' 


60« 


30« 


748' 


53'> 


68« 


648' 


Hb' 


42< 


93' 


122" 


31» 


13429' 


W 


124. 


6728' 


210 


82" 



a U^tii^att ])Ki, mfe frü^ci:, bie @iunbliitfe eined iDteitdö, tvA^teitb 
mit B unb C bie aSintel jut i;ed>lfn unb linlen berfelfecn tfjti^net (inb. 

3n bet oben angegebenen ^eifc bebient man fti^ bei: Sle^nllc^trit 
bet Dttiede, um gflngen p beregnen, beren bicecte aneffung nninSgUc^ 
ifi, mie bitö not^ but4> ti« foJ(jenben aufgaben nä^et eiläittett i»tr= 
ben foü. 

Stufgabe. Z)it ^i^t eines X^uxmti, eineä SnumeS u. f. ro. ju be. 
fliininen, o^ne ben @ipfel ju etfielgen. 

SlufUfung. Sil nehmen an, ba@ ber @<genf}anb, beffen ^i}f»e 
beßimmt weiben foH, auf einei: uageiet^ien @bene fle^e, unb baß man 



849- 89. 




bie entfernung itgenb eineä tßunHea A (gig. 89) 
in bet ^ovijuntnlen ßbene »on bem 3ßuntte S if 
Timmen Cönne, ber fenfiec^t unter bem ©ipfel S 
liegi. !Diefe fönlfetnung AB fei j. ». SOO*. SRun 
fleOe man fi^ in ^ auf, unb meffe ben 3Bin(<I, ben bie butt^ baS Stnje 
beS SSeobaf^ietä nad) bem ©ipfel beä SSaumeä ge^enfae flewibe Sinie OS 
mit ber bur^ büfl äuge gelegten ^DvijontaIen8inieOCma(^t; biefet SSJin(eI 
fei 15». 9iun tnnn man teilet auf bem ^ßapie« ein^reied ocs, gig. 90, 

Mülltr, rtmt i9(Diinltif niib eimcmiltit b 
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confhuhtit, mtläiei itm^titH OCS itfnU^ i?. £ii( ®runblinie oc 
tiefte StHtfte ift uelltommtn »iOtäiti^, man mn^t {le g. $. 3". £S(i 
c fegt man einen lei^ttn SDlnftl an, tci o einen ^infel Don 15°, [o 
witb bad 3)ieied oca bem 3>nitd OCS ä^itli^ ^tia, mix \}aUn alfo 
bit !(!to)ioi;Kon 

oe-.o» = OC-.CS. 

Sa man bitK&nge e« ouf bem Epafilcte mtffen rann, fo iß in bicfn 
ißtotjottion nur no(^ ^:S unbctannt, unb (ann alfo leicht betecfinet mv 
bfn. 3u CS 1)at man bann nc<^ bie $B^e A ^iniujufdgen, um Hi 
^b1}t bti Saume ju et^alttn. SRan fß^ce ble ^iet ongebcutett 3't'^' 
nung unb jRe^nung auS. 

Diefe Slufgobe Wgt p^ au($ offne SBlttWmefTunfl bur^ b(e Siefi 
fung btr ^Ange bc3 @^ttcnd IBfen. ©efe^t ben gall, bei: ©litten iti 
aSaumtS fei 132' lang; ein @tab oon i' .^B^e »etfe gleii^jeHlg einrit 
©Ratten von 7', fo fann man bie {)3fie bed Saumed berechnen, »eil |li^ 
ber ©tabf^otten jum !5aumf($aHen oen^dli, nie bie®tabt)i^t gur Stauim 
l^B^e, fllfo \ 

7:132 = 4:«. 

SlufflaJbe. 3>ie ^S^e eine« öetfle« ju betet^uen. 
StufUfung. Slefeaufgabe lagt fl<$ ni<f)t wie bIt vorige außBftd, 
»eil man nit^t M9 gu bem fünfte C (gig. 91) bei ^orijontalen mm I 




meffen (onn, bet oettical unt« bem ©Ipfeltjwnft D bea S3etgtfl Hegt. 
Um bie Mufgnbe gu Kfen, mejfe man eine Sinie AB (©afls), »et$e 
In bei ^oiijontaUn @&ene liegt, auf wel^ei flcf) bei ^eig tx^til, unb 
»eldie mit D in einer ffietHcflIebene liegt, fo a(fo, baß bie SBeiHn» 
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flerunfl oon AB burc|^ bie ^orijontaliproicction bed ®iipfcl<)unfte« D 
gel^t, wctd^e xoKi mit (7 bejeic^nett woHen. 2)arauf meffe man bie SDÖin* 
fei, wcl^c bie aStjirtittien AB unb BD mit ber H^orijontalen AC 
machen. ?ia(i^bem biefe SDBinfel gemeffen jlnb, ifi e0 Iei(|it, auf bem 
^}a<)iere t\x^, J)rciecf ju confirttiren, wet^^d bem Dreied ABB fi^nlidl^ 
ift; ifl bieg flefc^e^en, fo JjerWnflere man bie ©mnblinie unb fatte oom 
©ipfct beS SDreiedd auf biefe aSeriÄngerunfl ein ^erpenbilel, fo ent»* 
fpric^t biefeS ber ^öi^e be^ 33er9e^. 2)a m^xi nun alle Sinien auf bem 
SS^Qi'^mt meffen faun, fo ifi ed leidet, bie Jg)5:^e burc^ Proportionen ju 
beregnen, ©efefct bengaU, mau l^abe gefunben ^4^ = 3000', 4.BBC 
= 160^ 4,DAC = 100, wie l^oc^ iji ber »erg? 

aufgäbe. 2)ie ©ntfernung gweier Orte A unb C (gig. 92) ju 
befHmmen, bie man »egen eined gwifd^en beiben gelegenen J&inbernijfed 

»ig. 92. 




(wel^iee iebo(^ ni^ l^inbett, »on iä nac^.C gu öiflren), nic^t unmitttl^ 
bar mejfen fann. 

8lttf{8fu«g. ^an mejfe bieSSafle AB, öon bereu anberem ©nb«^ 
Vunfte B man au(^ nad^ C i)ijlren lann; meffe aUbanu bie äBinftl 
CAB unb CBA, conjiruire barauf auf bem ^apicn tin ©reied, mU 
diee bem 3)reied -äJSC Äl^^nli^) iji. a5a man alle Seiten biefed f leinen 
I)reiedg mejfen fann, fo ift eä nnnUi^i, mitteljl$Pro<)ortionen fotoo^l bie 
«änge CA, ate au^ CB iu berechnen. AB fei 500', J^ CAB 80o, 
CBA4. 500, ipie g^op ijl CA unb CjB? 

^ufg.abe. 2)ie Entfernung jweier fünfte A unb B (gig.93 a. f.@.) 
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|tt befHmmcn, wenn man »eber ju bem tintn no^ ju bem onbcrer l>tn^ 
gelten fonn. 

SfQ. 94. W<g. 93. 





^CnfUfung. 3Jlan meffe eine ©oflö CI), 
öon beren (Snbpurttten au^ man na^ C unb B 
»iflren fann. üRan meffe atebann bie ©tnfel 
CDA, CVB, ACD unb BCD, unb con^ 
fhuite mä) biefcn ffiinfeln eine giflur, »el(|e 
ber gigut BDCA ftl^nli^ ifl. , J&at man bic 
,j^ nStl^iften Linien biefet confhuitten gigur gemcf^ 
feu; fo fann man Ui^t B A bere^^nen. 

Sei SSetmeffung gt(fierer Sftnbetfheden benft 
man fiel) eine Stetige audgesei^^neter fünfte fcut^ 
SBiflrlinien »erbunben unb fo bad ^anyt 8anb 
mit einem 3)reieddne^ bebedi "^tnn man nun 
)>on liefem gangen ^reieddne^ nut eine einzige 
8inie (bie Safi«), auperbem aber bie fdmmt^ 
liefen Sinfel bet eintelnen S)reie(f e ^tmt'^in l^ai, 
fo fann man eine bem gto^en S)teied0ite^ Al^ttlic^e gigut auf bem $a^ 
picte entwerfen , in wel^^er man bann Iii^lt aOe Seiten meffen unb m\\ 
$AIfe berfelben aUbann bie entfyreci^enbett SAngen bed grofien 2)reifd^^ 
ne^ed beregnen fann. 

©0 ifl j. ©. gig. 94 baö Silb eine^ i>on SKau<)ertui« in 8ap<j^ 
lanb gwejfenen SDreieddnefee«. 5)ie9a|iS 6 J5 würbe auf bem ©ife etneö 
gluffed gemejfen unb gleich 7407 Xoifen gefunden. STn biefe ©afie 
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lif)ni f!4i mn eine ffttif)t »on Z>ttitätn an, in welken fdmmtl^e SBinW 
ftiet atp4)tlt^ nur auf SRinttten gena« attgegeBen), aier feine ©eitc 
me^r gemcffcn würbe- ÜHan fanb 



im ^ttitä 


ben äBinfel 


BbA 


bei jB fllei(^ 9» SO* 
. 6 . 77032' 


ABC 


bti 5 gleich 102*42' 
. A . 220 37' 


AHC 


bei A öUi(^ 1120 21' 
. C . 300 57' 



AHP 



PEN 



bei ^ gleich 94« 54' 
. ^ . 530 46' 



bei P fllei^ 37* 22' 
• // .. 49013' 



■ PNQ 


bei P fllel^ 870 52' 
. N » 510 53' 


RCK 


bei C fllei^ lOOo W 
« IT . 360 5' 


CKT 


bei Cfllei^ 37o 9' 
p K » 1180 28' 



S)iefe ^aia tei(i^en ij^tn , um eine bem mirllic^en 3)reied^ne^e £^n^ 
tic^e Sigur ju }ei(i^nen, in xotH^tx man alle Sängen meffen unb bann 
bie entfpred^enben (Entfernungen bed großen S)reieddne6e$ :bere4)nen Hnn. 

Qul^rt man bie 3^i^»^»g i» ^twad großem SDlaapßaie aud (inbem 
mau etipa bB gleich 3 ober 4 (Sentimetern mac^t; beim Sluftragen . ber 
Sinfel mit bem 3!rand)>orteur fann man miMii^ bie eingelnen 9Rinu^ 
tctt ni(3^t genau, fonbern nur naii^ o^ngefäi^rer ©c^äfcung auftragen) , fo 
»irb man für bie «dnge QT ol^ingefä^r ben SBertl^i öon 54940 3;oifen 
finben. 
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46 Das Theodolit. 3n b(u tlä^etlgm Mufgabtit mar twlebet^olt 

oon bet aJlcffunö bc6 fflinM« bit Kebe, »eldjeit gntei Sifttlinltn mit 

cinanbei mac^tn , o^ne baß bu 

*'9' ^'- ait uiib ffieife tiMxt mwrocn idAk, 

TOle mnn diie fotcfee SKeffung aii4i 
fü&rtrt tann. Unter ben »erff^lebcnfu 
|u btefeijt 3iue<Je bitiienbcn Snfltu' 
intnten Ijt itbenfnllä bflS JE^eoboüt 
biiS »üHIommciiftf. gia.95 ptHt ein 
a:^tobi)lit »on iiiöglii^ptr eiiifo*' 
i>eit In p«ft)ectiBtf*et a«fid>t, gig- 
96 fltdt e8 in grögertm ^aa^ftaU im 
Stufriß, unb jnot jum 3^^til im 

t)a3 ZiftoMil U^tlft im äß(^ 
ftntll^m auä iroei gttbeilten Äteiftn, 
Den benen bet eine uertical, ber an> 
bert ^orläontal i% ißer a?etlUnntei* 
Ä ift fammt bem gernro^t F «t 
einer ^lorijuntden Slie befefitflt, unb 
beibe finb um bitfe 3Cre bietibat, fo 
bdf bie gegenftitige ©ttflung M 
gttf)ei(ttn aSetticalfreifeö unb bcä gcm^ 
ro^rd fletä ungeAnbtit bleibt. 
iDief« flet^eilte Ärei8 A wirb ber^giS^eiifreiä flenmint, roeil et bnju 
bient, ^S^enroinfcf ;u mefftn. 

ßu beiben ©eiten btS btelibnetn .i&Ö^entreifeä (iiib fefit Stcnioi / 
unb g iingebractit. Senn bae 3n|trumeiit ^tf)6xi^ oufge^eHt unb juftiit 
ift, füllen btf SRuBpunfte ber 91onien / unb g auf bie Sßunfte uiib 
180 bei 3:^eilung btä ^e^tntreifcd seigeu, fobalb bte ^xt be8 gern' 
ro^re DDUtcmmen nagetei^t ftel)t; bce^t man bann bag %tta> 
lobc aui fetuer ^Drijmitnlen 9ii{^tung i)txmi, um ti auf einen f^^" 
ober tiefer gelegeneu ^uuft ju riditen, fc tann man bie ®i&ße bief'^ 
5)re£)ung, alfo ou* ben fflinltl, welt^^en nun bie aUifirlinif 
be8 Striiro^rä mit ber tierijontnlen mai^t, au ben SRonifn 
oblefen. 

3>(ia @(fiell, »elt^efi bie liorijontale Umbreljungäate beö geruru^tä 
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ttägi, ifl auf elKK ^otliontaltn, um ben otrHcaten änpf«" -^ bre^battn 
©treibe C befepfat, ttwlc^t btt ^oti|ontani:ei«, bei «Iftibabrn^ 




fteiä obtr bit ai^ibabt eenonnt wirb. SJitfer Ärela bte^t fl{^ 9«= 
nau poffenb Innettjalb eint« mit beut guggefletl beS gnitjen SIppatntt« 
feft ott&uttbtnen, ringsum mit dtin ©rabt^eiluiig »erfe^enen ftdSfflt' 
migen SRingtd D, lotli^ti bti Stm&uS genannt mirb. 3^U Sll^ibabt 
trägt an i^rtm Augereii 8tanbe iroct SRonien ^, iselt^e jli^ bei bti Stt» 
^ung ber at^ibabt längS bet Jl^eflung beä Simbii« ^in btroegen, wie 
man beullit^er in gig. 97 (a. f. ©.) j!et)t, ml6)t bie Stlbibnbe unb ben ?im' 
iu8 non oben gefe^en bacfletit, jebo^ mit Seglaffung btx ©teHf^tauSe r, 
mittttjt beten man bie Sll^ibabe an ben SimbuS anllemmen, nnb bei 



Sifl. 37- 
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aRitrcmtttrfc^taube t, mitttlji beim man t(nt febietc aSttr^iebuna Wt 
ai^ibflbe bemettSetlifltit lonn. 

Um bcn Simbus unb 
btf ai^ibobe gelierifl njoflfc 
uä)t |u ftelleH, »ad mitn 
an (inet in bei Snitte bei 
^I^ibabt angebinditni 
SüfenlibeHe etdniKn 
f^iiin, bitnen bttl gwE' 
[(^rauben (»on benen in 
gig. 95 unb 96 nur jiDti 
Prfitbar |!nb), mXt^t b(i* 
flanjt 3nflr«ment tragm. 
Qemetfen wir nu*, 
baB b« ai^eobolitfcrn; 
tSV« ftets afironomif*« 
getntß^re finb Cfie^e @tunbri§ bei ¥^5|H, 6. a«flflfle, ®, 28»), baf fit 
atfü aöt ©efleufläube öerft^it seiaeii, unb bag |le mit einem Baben^ 
fieuje oetfcljen finb. »n bei ©teile nämlif^, on wett^et ba« «ilb beä 
Obiectiofl äw ©tanbe lunimt, ifl eilte Slenbunfl anflebm^i, übet beten 
Deffnung imei fe^t feine ^floen (in berfRegetSpinnenfäben) «ntet «ib« 
tem Sßinfel fi^i Tieujenb auögeftiannt ftnb (gig. 98). Sill man einen b« 
Sid- 98. ftimmteneegenflanb, etma eine Jl^uimfiplee, einöijlKn, 

©fu ticktet man baä getniJj^i fo, b«6 bad SSllb befl ju 
beuba^tenben ©egenftanbeä genau in ben SJuiib' 
ft^ntttäpunlt bei gäben faat. ÜTIan fie^t, baß auf 
biefe SBcife bie 3>i(irUnie bti geiniD^ie seOtommen genau befHmmt i\t- 
^It ^iilfe beö Stf^ibabenhetfea nnb feineä Stmbug rciib bet S}tm 
fei gemeffen, roelttien bie .giDrijontnlptoiecHonen jnjeiei beliebigen SBifii' 
linie« mit einanbcr uiiid/eii. SüiH man j. ÜJ. ben SJinfel meffen, mct 
i^en bie ^ottjontalpiojectionen bei oom ^eubat^tungSeite nat^ einem 
©egenfianbe S geiitljteten SBiflilinic mac^t mit bei ^oitjontalipioieo 
tiou bet na(^ L gelitteten Sßifiilinie , fo ii{|)tet man baä geiuioErt gu« 
nät^ß auf ben @egen|lanb H unb tief) ben fßaniud beä ^onjoittaltiei' 
feä ab ; fcbann liditet man baS getntolii 'nad) L unb (iep ben 9toniuä 
obetmalä ob. 3)ic SJifferenj bet beiben Slblefungen ifl olöbaun bet gf 
]U(|)te Sinfel. 
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Auljgabe. ßn brei gegetenen Linien eine vierte fpro^Jortionale ju 47 
'onftnttrcn. 

5lufl6fung. ©ic Sänge ber brei gegetetten iinitn fei mit w,n 
iinb o bejel(^net,^ fo ifl bie gefugte 'okxit^topottionaU eine 8inie, beten 
Sänge jt^ ju o ijeri^ält mie n gu m, alfo eine Sinie, beten 8änge but(^ 
bie öiette ^toportionaU in bet fpto<)ottion 

m:n = ex 
bargepeUt »itb. S)ie Sänge biefct Sinie !ann man but^ [Re^nung au3 

biefct ^topottion flnben, fie ift ; unfete 8lufgabe »erlangt abet, 

bag bie Sänge biefet Sinie confttuitt, ni^t betei^net »etbe. S)iefe Sluf^ 
gäbe »itb foIgcnbetma§en geWft. ^<Kn jie^e jwei Sinien (gtg. 99) »on 
unbeftimmtet Sänge, bie einen beliebigen SBinfel mit einanbet maci^en, 

gig. 99. tnac^e auf biefen ixnitn 

ad = m, ae = w, af 

= 0, jiel^e /d unb mit 

fd pataDel eg^ fo ift ag 

bie »erlangte »iette $tü* 

pottionale, benn bie S)tei^ 

ede afd nnb a^« ftnb 

ä^nli^, nnb bemnad^ ift 

adiae = afzag. 

SurUebung conftruite 

man bie vierte $Pro^)ottionale in fölgenbe $tD^)ottiönen : 

2'' : 3'' = 3" : a: 

3" : 4" = 5" : ^ 

3" : 2" = 3,9" : a- 

2" : 1,5'' = 3,2" : x 

(§in iebet 95ru^ »on bet getm ■ — fteUt und bie »iette f!ßti>pi>u 

tiouale ju bcn btei ©tSpen c, a nnb 6 bat, benn »enn man in ber 
l'ropottion 

c : a =^ b : a 

a,b 




c i a =1 h i X 
^eu aßertl^ »on x bered^net, fo finbet man il^n 



aJlan fann bem^ 



ah 



uic^ ben SGBertl^ bed ©ru^e^ — conftruireu, inbem man auf bie eben 
•angegebene Sßeife bie »ierteSproportiünalejuben brei®r5pcn c,aunb6con^ 
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2 3^' 
ftruirt. ©otlte g. S. — ~— conflrulrt »erben, fo l^atte man nur bic 

üierte $ro|)oictiöttale in ber ^Jtoportiou 

5" : 2" = »' : a 

ju conjiruiren. 

8" 
Um-T- JU cottftruireu, brauet matt nur ben ß&i)Ut in jmei goc* 

toren, j. 35. itt 2 unb 4 ju gerieten, unb alöbann bie »terte gJropor^' 
tionale ber 3ßroJ)ortton 

5 : 2 = 4 : a; 

gw cottftruiren. 

4 8" 7 2" 2 8" 3 (5" 
3ur Uebuug conftruire man -^ -r- yö" -^ u. f. w. 

SÖenn ber 3^ä^Ux fi^ ni^t auf anbereSBeife gerlegen lägt, fo fann 
man U)n bo^ ald tin ^robuct öon 1 unb ber ßai)l felbft betrauten, 

5" 

unb bana^ bie (Sonflruction au^ful^ren. ©oflte g. S3. -«- conftruiit 

15 5 

werben, fo fann man — q— patt -5- fefeen; bie »erlangte 8inie ift bem^ 

na^ bie »ierte proportionale in ber $ro|)ortion 

3 : 1 = 5 : A*. 
48 Die mittlere Proportionale, ^dllt man \>on bem @^ette( be^ 
regten SOBinfelö in einem rec^twinfeltgen S)reietf ein ^er^^enbüel anf bie 
Jp9potenufe (mit bem Slaxntn ber ^9<)otennfe begei^net man biejentge 
(Seite eines re(^t»in!eliflett ©reietfd, »el^e bem regten SQBinfel gegen- 
überliegt , mä^renb bie beiben anberen Seiten Äat^eten genannt 
»erben), fo wirb bad Dreied baburc^ in gwei anbere getl^eilt, »elcbe 
fomo^^l unter flc^, al« au^ bem gangen d^nli^ fmb. 3n gig. 100 tft 
bie ^9<)otenufe mit C begeic^net, bie Äatl^eten mit A unb B, baö 
gig. 100. ^uf bie Jp9^>otenufe gefällte g}er|)enbifcl 

mit p. I)iefeö q?er<)enbi!et tl^eilt bie ^9^' 

potenufe in gmei 3^:^eile a unb b. ©*3 

ift nnn leidet gu geigen, bafi bad 2!l^ci(^ 

breiecf apA gwei SQBinfel entölt, meldte 

^ ben entfpre^enben SQBinfeln bed S)rcie(fd 

ABC glei^ flnb ,n)orau6 bann bie ^ü)nH6)hit biefer beiben S)reiecfc 

folgt. (Sben fo lägt fi(^ an^ bie ^e^nlic^feit ber S)reierfc 6i?jp unb 

ABC naci^toeifcn. Da aber iebeö ber beiben X^eilbreiedc bem gangen 

ä^nlic^ ift, fo flnb fle auc^ unter einanber ä^nli^. 
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^ud ber SXtl^nlii^Uit bed S^^eilbteiedd a^p unb bed ganzen e^ 
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Unter bicfen ^to^^ortionen »ollen mir bie mit 1, 4 unb 7 begei*^ 
uetcn nd^er betrad^tcn. 

2lnd 1 gel^t l^er^or, baß bie Äat^ete A bie mittlere ^ro^^ortionale 
iroifd^en a unb ber ^mitn »&9<)otenufe ift; CiM^ 4 folgt, bafi 5 bie 
mittlere ^Proportionale jwif^en h unb (7 Ijl. ^Darauf grünbet fl(|> nun 
ein Serfai^rcn, eine 8inie gu conftruiren, »el^e bie mittlere ^Proportionale 
j»if(|ien gioei gegebenen Linien ift. 

ÜJlan mac^e auf einer beliebig gejogenen Sinie ab (gig.lOl) glei^ 
ber einen unb ac gleich ber anberen ber beiben gegebenen Linien; gie^e 

gtg. 101. aföbann libcr a c al6 ®urc^^ 

meffer einen Jpalbfreiö. S)ie^ 
fer ^albfrei^ toirb öon bem 
in h errichteten $Perpenbi!cl 
in einem ?Pun!te d getroffen, 
ßiel^t man öjöu d nad^ a eine 
^inie, fo ift bicö bie i)erlangte 
mittlere proportionale gmi* 
f^cn ah unb ac. ÜJlan 
überjeugt fi^ leicht oon ber SBa^rl^^eit biefer 3luäfage, wenn man no^ 
bie ^inie de gic^t, benn aUUmx entfielt ein re^twinfeltgeö J)reietf ade 
(§. 31), \)on wel^iem alle fo eben gemat^ten «el^auptungen gelten, »o^ 
nac^ benn au(^ 

ab : ad z= ad i ae. 
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Sftan cott^uite bie mittlere fprc^Jotttonate gwtfö^en 2^ unb 3", 
gtt)if4)cn 2" unb 5", jwifc^ctt 1'' unb 4''. 

aus ber ®tei(^uttfl 7 folflt , ba§ baö ^etpcnbifel p bie mittlere 
^proportionale gwif^en ben beiben ®tüdtn xft, in »elc^e bie J&^potenitfc 
bur(^ baffelbe getl^eilt wirb, ©araud nun Idft jlc^ eine jweite ÜJlet^obe 
ableiten, gmifc^en {mei gegebenen hinten eine mittlere $ro))ortionaIe ju 
conftruircn. 5!Ran mattet fb (gig. 102) glet(^ ber einen, ba gleich ber 

gig. 102. anberen ber beiben gegcit^ 

^ neu Stnien, fo alfo, bap 

fa tt)xn ©umme gleich x% 
conftruire attbann ubcr/a 
ate I)ur<i^meffer einen .l&alb* 
!reig; baö in b crri^tetc 
$er<)ettbifel bd ij^ bie öcr* 
taugte mittlere ^roportio^ 
nale. 6« ifl lei^t, bie »i^tigfeit biefed aSerfalj^renS ju beweifen. 

49 Der pythagoräische Lehrsatz. Stud ben @lei<i^ungen 1 unb 4 

laffen f^c^ iebo^ noc|i weit mistigere Folgerungen giel^en. ^ui 1 folgt 

A^ = aC (10) 

an^ 4 folgt 

B^ = bC (11). 

«etra^ten »ir iund^jt bie (Steigung (10). A\ (gig. 103) ift ber 

Sn^alt eines DuabrateS, beffen ®eite A ift (oergl. gig. 103 mit gig. 100), 

aCberSnl^alt eines länglichen SRet^tedS, bcffcn eine@eite a, beffen anbere 

©eitc C ip. 3n gig. 103 ift baS Duabrat ebenfaUS bur^' A^ unb bciä 

Idngli^e fRt^itd bur^ aC bejeic^net. fflad) ©lei^ung 10 aber iji ber 3m 

l^alt biefeS über ber ©cite A conftruirten DuabratS bem erwäl^nten dtt^ttä 

glei^). 2luS ©leic^ung 11 folgt, bag baS über B conftruirte Duabrat beut 

längli^en Ste^tecf glei^ ift, beffen eine ©eite b, beffen anbere <Btitt C ifl. 

5)ie Ouabrate ber beiben Äat^cten A unb B gufammen genommen jiub 

bemna^ gleich ber ©umme ber beiben tdngli^en Sie^tede b C unb a C\ 

biefe beiben 8te(^tede bilben aber jufammen ein Duabrat, beffen ©eitc 

glei^ ber J&^potenufe C ifl; b. 1^. aC -|- i(7 = C«, atfo aucb 

A'i ^ B^ = O (12) 

bie Duabrate ber beiben Äat^eten eines rec^tminletigen 2>ret^ 
eds finb jufammengenommen glei^ bem Duabrate ber «&5po* 
tenufe. S)iefcr ©afe wirb ber ^^t^agordif^e «cbvfafc genannt 
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»{(l^tiapen «el^rffifectt ber ©eometrie, »o^et e« benn auä) fornmen 

gfg. 103. 




mnfl, boß man für benfelben eine große Slttgol^t öon SSeweifeu aufgefletlt 
f)Qt, 'oon metc^eu bie tneiften flc^ nic^t, mie ber eben mit^tü^ülit, auf bie 
ge^re öon ber %tf)nH6)Uii ber Drcietfe flüfecn. (Siner ber einfa^jlen 
unter biefen Sewcifen ifl ber folgenbc. 

ea fei rst (gifl. 104 a. f. @.) bad red^tminfelige ©reietf ; rava bad Dua? 
brat ber einen ^at^ete; atzy badOuabrat ber jweiten Aatl^ete unb rtmp 
bad Ouabrat ber .l^^potenufe. gäUt xmn Dou < tin $erpenbtfel auf 
bie ^9potenufe, fo t^eilt bie SSerldngerung bcffelben ba^ Ouabrat ber 
J&9potenufe in gwei Wngliii^e gieii^tetfe rmnu unb utpn. — ßie^t man 
bie Unit sm, fo entfielet ein Sreied ram, welc^ed mit bem I&nglid^tn 
[Kecbtecf rmnt< gleite @runblinie rm unib 0lei4^e$$^e ri^l^at, folglich i{t 

rsm = y^runm. 

3iebt man bie Sinie xt, fo entfielt bad 2)reied xrt, ton meinem 
(i(^ Iei(^t feweifen Wfit, bap 

xrt =3 y%xr8v. 
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fflxin aUi ifl ki^i gu Bewcifen, baf 

/^rsm = /^asrtf (warum?) 

unb enblicli 

rt<nm = xrsv, 

«ig. 104. 
71 




SCuf biefelbe SÖBcife Wgt fl(^ bart^un, bag 

Ä^^ry = utprif 

alfo enbti^) au^, ba^ 
ober enbß^) 

arr^t? -(- «i^ry = rmptf 

tt)ad gtt bemeifen war. 
gQ Anwendungen des pythagoräisohen Lehrsatzes. 9)lit ^ülfe 

beä ^J^tj^agorätf^en Äe^rfafte^ fann man immer eine ©eite tint^ xt6}if 
winleligen S)reiecf^ bere^^nen, totnn bie beiben anberen belannt jinb. 
au^ ©tei^^ttttfl 12 folgt 

C = Va^ + ^«. 
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©inb bic beiben Antreten -4 uub B öegeben, fo finbet man bie .!&9<)o> 
teuufe C, metttt man aw^^ ber ©umme bcx beiben Änt^etenquabrate bie 
fflurjet jic^t. SQBdue g. .». bie eine Äatl^ete 6', bie anbete 8', fo wdre 
bie .!^9))o{enttfe 

C = V64 + 36 = ViÖÖ = 10. 

5)ie beiben Äotl^etcn eine0 re^twinletigen S)reie(i6 feien 23' unb 
32', »ie flto^ tjl bie J&9potenufe? 
2tud OUi^ung 12 folgt au^ 

^3 = Ca — B», atfo A = V C'-« — B\ 
3jl bie ^9)?otcnufe eine^ red^twinfeligen Dreietfd unb eine Äatl^ete 
gegeben, fo finbet vxan bie anbete Sai^titt "(otxiw vxaxi baö Ouabrat ber 
befanntcn Äatl^ete »on bem Ouabrate ber »!&9<)otenufe abjiel^t unb an^ 
ter gefunbenen S)iffcreng bie fflurjet jiel^t. 3Bäre g. S3. bie J&9:potenufe 
5, bie eine ÄatlJ^^te 4, fo ift bie an-bete 

V25 -- 16 = 1/9"= 3. 

J)ie ^9^)otenufe eine^ te4)t»infeligen Dwied^ fei 28', bie eine Stoi^ 
t^ete 12', wie gro§ tjl bie anbete? 

3n gig. 100 fei ^ = 5, ^ = 9 mit J&ülfe bed gJpt^^agorÄif^en 
?cl^tfafec0 unb mit J&filfe ber gJropottionatltdt ber Seiten, bie Sinien C, 
a, b unb p gu beregnen. . 

Die gjfung \jieter geometrif(^en Slufgaben Idgt fl^ auf ben ^pt^a^ 
gordifi^ett Sel^tfafe juriidf ulkten, wie bied bur^ folgenbe SSeifpiele erlau* 
tert wirb. 

1. 3ebe Seite eine^ glei^feittgen Dreietf^ fei 4'; tx>it gro^ ift fein 

StttfUfung. gfiHt man ^on ber ©^^ifte be« ©reietf^ ein f^erpen^ 
b«el p auf bie ©runbtinie, fo wirb biefe babur^ in jwei gleite Jl^eite 
getl^eilt, beten iebe 2' lang ift. ©a^ ^et<)cnbifel p ijl aber nun eine 
Äall^ete in einem tec^twinleligen ©teietf, beffen ^9<)otenufe 4' unb bejfcn 
eine jtat^ete 2' ifl, wir l^aben bemna^ 

p = yi6 — 4 = Vl2. 

Der gefunbene SDBertl^ ^on p ift nun bie ^^t bed Dreietfd, unb 
mug mit ber l^alben ©runblinie multipticirt werben, wtm man ben 
»eriangtett Snl^aU flnben will. 

Sejeici^net man mit s bie eine Seite eine« gW(|ifelHgett Dreied«, 

fo ift bad fßer))enbi{el 
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2. 5)ie ©runblinie eine« öleic^f^enWiflen S)reietf« fei a, j[cbe bei 
beiben anbeten ©eiten fei 6; »ie lang ift bad öon ber Spifec auf bic 
©tunblinie fleffiHte «Per^^enbüel? 



Slntwort 



: , = V'"-f 



3. Die ^runblinic eine^ lan^U^n dtt^M^ fei a, bie ^öl^e //, 
mie gto^ ifl bie Diagonale (2? 

Antwort: d = Va2 -f- 6». 

4. 3ebe Seite eine^ Duabrate« fei a, »ie gto^ ifl Vie DiagonoU:^ 
2lnttt)0tt: d = V"a3 -f a« = VYöä = « V^ 

5. Die Diagonale eine« OuabratcÄ fei d, wie groß iji iebe @cite 
a bed OuabrateÄ? 

Sluflöfung. 9la^ bet unter 9lt.4 gefuttbenenölei^ung (Z=aVl, 
in melier d bie Diagonale unb a bie @eite bed Quabcated begeic^nct, 
ergiebt flc^ ^ d_ 

Der S^I^aU bed thtn betrachteten Ouabrated ifl a^, unb ba 
ds = 2 a', fo ift alfo ber 3»^^^ bed Ouabrated, wel^e^ VMin übet ber 
Diagonale conflrulren fann, bop^^elt fo grop, atö ber 3it^t be^ Qua; 
bratet, in melc^etn bie Diagonale gejogen ifL 

6. Der fSlabiU eined ftreifed fei r, mie gro^ ifl bie Seite a be§ 
in biefem Ätcife befc^tiebenen Ouabrated? 

8lntwort. Der Durc^mcffer be^ Äteife«, ir, ifl bie Diagonale M 

2 r , A— 

Ouabrated, alfo a = -7= = r . V 2. 

V2 

7. Die Seite eine^ regelmäßigen ^^tedd fei s, mie gro§ ifl bet 
Stabiud bed in^ unb umfc^tiebenen £reife^ ? 

Die Sluflöfung biefer Slufgabe foD l^ier bloß angebeutet »erben. SBetlöu^ 
gett nwtt bie ®titt ab (gig. 105) unb bie il^r gegenübetfle^^enbe, ferner cd 
uttb bie i^r g^^genüberflc^enbe, fo entfielt ein Quabrat, beffen Seite fe gteicf 
bem ®ur^meffer 2r be« inbef(^riebenen Äteifed ifl. fe = dc-\- 2 X^^. 

ce =:^ = — =, alfo/e = « + ^ = ^ (1 + VT), olfo 
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1 + VT 



. S)cr S)urd;meffer 2 i? bc§ umfd^tiebcnen Äretfeö 



ijl glei^ agr; a^ iji bie ^^pottnu^t be« te^twinWigen S)re{e(l0 abg, 
bcjfen Äat^eten befannt flnb. (S§ tft a6 = « tinb bg = 2r, folglid^ 

4i?2 = 52 -f- 4r2. 
ÜRaii füllte bie {Rc^uungen für ben gaU ati«, ha^ s = 5'. 
Sig. 105. 





8. 2Bic gtop ift bie Seite eine§ regehnÄgigen 3tt)ölfecfö; mm ber 
O^abiw^ beö umfc^riebenen ÄreifeS 1' betragt? 

SlufUfung. SBenn ber SRabiwö beö Äreifeö 1 ift, fo ift auO) bie 
(Seite ab (gtg. 106) be§ in ben Äreiö bef^riebeuen ®e(^aedä gleich 1. 
2)ic Seite «(i beö in bemfelben Äreife befd)riebeneu 3n?8Ife(I§ ift bie 
^p^otenufe beö rec^ttüinfeligen £)reiect§ afd, alfo 

Söäre af uub /cZ befaitttt, fo ergäbe fi^ barawS tei^t bie gefuc^te 
3mölfe(fgfeitc; a/ifl bie ^albe ©ec^aetföfeite, alfo 1/2^ mithin 0/2 = i/^ 
= 0,25; /d mu§ aber erft berechnet werben, fd = cd — cf\ auö 
bem rec^twinfeligen Dreied afc aber crgiebt ft^^ = ^2 _ "^2 ::^ 1 
- 1/4 = V4 = 0,75, mithin ifi /c = \^Ö,75 = 0,866025, alfo /d 
^ 1 _ 0,866025 = 0,133975, unb enbti^ 

ad = V 0,52 + 0,1339752 = 0,516638. 

S)a nun bie Swölfedöfcite befannt ift, fo fann man auf bicfelbe 
Seife bie Seite beS in benfelben Äreiö bef^riebenen ajierunbjwansigecfö 
bann bie Seite bed St^twnboierjlged^, bed Se^öunbneuniigedö u. f. w. 

berechnen. 

@ö ift fe^r gilt, ja jurn ganj Waren SSerftanbni^ be^ golgenben 
unentbe^rli^, aUe l^ler angebeuteten 8le*nungen au^sufü^ren, b. % 



'iura 1 er. ebene Ocomctiic mit» eteieomctric. 



6 



82 



Se^nli^ifeit t)er T>xtitit. 



bte ©eiten ber txto&^nitn fßitUit toittli^ »enigßene M9 )um Se^d« 
unbneuniiged^ itnb {»ar i{9 gut fe^eten S)ecimalf)elle )tt Uxtäfntn. 

6beufo beregne man bie ©eite eined Ouabtatd, »eI(|K6 in einen 
jtreid Bef^rieben^ beffen Stabiud 1 Ifl; t)on biefem Onabrate au^ge^enb 
bte®eiten bed in benfelben Jtreid befc^rie benen 8((|ite(Id, ©e c|idie|^nedd u. f. to. 

Sna^bem bet@4^uler aQe biefe Ste^nungen mit bet gel^öti^n ©org^ 
falt audgeful^tt f)at, tottbtn U)m toofß bie folgenben allgemeinen Sotmeln 
^etfidnbli^) fein, meiere iux Serec^nnng ber ©eite eined SSieledd bienen, 
totnn bie ©eite tint^ in benfelben jtteid befc^riebenen SiitUd^ \)on ^alb 
fo ^iel ©eiten belannt i% S)ie SSieledöfeite ab (gig. 106) fei mit S, 
bie ©eite a^ eined Sieledd t)on bo))))eIt fo t)iel ©eiten mit s beteic^net. 
gerner fei ba« ^om SWitteljjnnlte be« Äreife^ anf bie gSielefldfeite S gc^ 
fante fperjjenbilel cf mit p nnb df mit « begei^^net, fo ift 

«2 = 1/4 5« + ^- 0) 

« = 1 — jp, atfo 

«2 = 1/^52 -f (1 — py = V4S2 4. 1 _ 2jp -f p2 . (2) 

nun aber iji jp» = "^2 — 0/2 = 1 — y* S, otfo jp = V^l — 1/4 52. 
©e^t man biefe SQertl^e in ben SBert)^ t)on. ^^ in ber ©leic^^ung bei 2, 
fo lommt 

«2 = i/^S2 ^1 — 2 Vi — V4Ä2 + 1 — i/^S«, 

baraud 

«2 = 2 — 2 "/l — V4Ä^ 

nnb enbti^ _»«__ 

« = 1/2 — 2 Vi — i^'S«. 
gür bad aSerft&nbni^ bed folgenben Stbfci^nitte« if) no^ bie Sluf^ 
Kfung ber folgenben 8(ufgabe mid^tig. 



«ig. 107. 




©ie ©eite eine« nm einen 
Ärei« bef^riebenen ©ieledö ju 
bereci^nen, totttn bie©eite eined 
in benfelbenÄreid befiibi^i^benen 
aSieIed« \>on eben fo oiel Btiitn 
be!annt ifr 3n gig. 107 ifl ab 
bie ©eite tint^ inbeft^riebenen, de 
bie ©eite eine« nmf^rtebenen SSieled« 
t)on gUi^))iel ©eiten; au« ber Sle^n^ 
K^^Ieit ber 35reiede folgt 
cf t ab =z cg i de. 



2lef>nlt4ifeit ber ©rciede* . 83 

Se§ei(^net man bie Seite ab beö fnBef^riebenen Sieletf^ mit ^, 
bie ®ütt de be« umf^riebenen aSieledö mit aS, baö J)om aJlittelpunfte be§ 
Äreife« auf s gefaßte ^erpcnbifet cf mit p, ben Slabiuö cgf beö «reifet 
mit r, fo wirb obifle ^ro^ortioit 

p : s := r : S, 

unb bataud 

P 
3jl ber aiabiu« bed Ärcifeö flleid^ 1, fo wirb 

P 
Oben »urben bie Seiten tint^ inbefAriebenen ©e^Scdö, 3»ätf* 
tä^, aSierunbjwangifledä, SC^tunböiergigedö nnb ©e^dunbneunjigcdö U^ 
rechnet; »ie öico§ jlnb bie ®üttn ber entfprec^enben umf4)tiebcnen 
Sielecte? 



Mit^ Äapitel. 

* 

SBered^ttttttQ hti ÄreiSumfattgeS unb beS Äreiöittl^alteö* 



Der Kreisumflaiig. X)ad Setl^&Itnig, in meld^em bie Singe bed 51 
Äreidumfange^ jum Jpalbmeffer beffelben fielet, Id§t jl^) ni^t mit abfoluter 
®enauig!eit, fonbern nnt anndi^ernb beregnen. 5)cr Umfang eines tit einen 
Äreid bef4)riebenen SSieletfö ift {eberjeit «einer ate ber Umfang bed Äreifeö 
felbjl, iebo^ »irb ber Umfang ber inbefd^riebenen SJielecfe nm fo größer, 
iemelir bie ßa^l ber Seiten junimmt; fo ijl g. S3. ber Umfang beö in^ 
befc^riebenen 3»8tfe(fS grSfier aW ber beö inbefc^rlebenen ©eci^gedg. SRit 
junel^menber ©eitenja^l nähert (ic^ bemna^ ber Umfang beS inbef^irie^^ 
bcnen SSietedS immer me^r unb mel^r bem Umfange be§ Äreifeö, ol^ne 
ba§ er i^m iemate t)oflfommen gleich mirb. So ifi j. S3. ber Umfang 
eines in tintn ftreiS bef4)riebenen S^aufenbedS gewifi no6^ Heiner, aU 
ber Umfang be« ÄreifeS felbji; er ifi {cbo^ öon bemfelben fo wenig 
Derfi^ieben, ba^ mein \f)n ol^ne bebeutenben gel^ler für ben ÄreiSümfang 



84 Serecf^nung bc« Äretöumfange« unb be« Äreidin^alteö* 

felbji nehmen fann. S)te angendl^crtc Scre^nunfl beS Ärelduinfottgeö 
itx\i1)i t}tmmä^ batauf, ben Umfang etned SSieledd oon fo ^^ielen Seiten 
ju Betec^nen, bag man i^n of)nt mtxfliiS^n ^e^Ter bem ftretöumfange 
felbfl gleid^fefeen fann. 

2)et Umfang cincö itm ben Ärei§ Bef^iclebenen SJielerf« ifJ jebet? 
jeit gröget, aU bei: Umfang beö Äreffeö felbft; er nimmt abet mit bcr 
ßaf)l ber Seiten fortwd^renb ab, nnb nähert fl^ alfo gleit^faD« bem 
firei^umfange. Sabnr(|) :^at man ein äßittel, jmei ©r&njen angugehn, 
gmifc^en meieren bec ^eidnmfang liegen mug. 

3n ber folgenben SlabeDe cnti^ält bie erfte (Solumne bie Senennunä 
ber Sielede, bie itodit ben falben Umfang beö inbefi^ricbenen, bie Icjte 
ben balben Umfang be« nmfc^riebenen SSieledd, tvtnn ber 9fiabtud be« 
Äreifeö felbft gleich 1 ifl. ^an ttUli ben falben Umfang eine« folgen 
SBielerfa lei^t , totnn man ben nac^ ben Angaben auf @. 81 bis 83 
gefunbenen ffiert^ ber SJietetföfelte mit ber falben Slnja^t ber Seiten 
multi^)Iicirt, alfo g.SS. ben l^alben Umfang bedSSierunbjwanjigcdö, wenn 
man eine SJierunbjmanjiged^fette mit 12 multiplicirt. 





Sttbef^tieten 


Umfd^rteben 


e^ecf 


3 


3,4641 


12 » 


3,1058 


3,2153 


24 » 


3,1325 


3,1596 


48 » 


3,1393 


3,1460 


96 » 


3,1410 


3,1427 



3n biefer Safel überfielt man fel^r beutli^, »ie ber Umfang ber 
inbef(^riebenen SSielede mit gune^menber Seitengal^I »ä^ji, wal^tenb 
bei ben umf(^riebenen Sieleden gerabe DaiJ ©egentl^eit jiottflnbet. SDet 
Umfang tint^ Äreife^, beffen 9iabiuö 1 ift, ift größer ate ber Umfang 
bed in bemfelben befd^riebenen, unb Heiner aU ber Umfang beö um ben* 
felben bef(i^ricbenen Se^Sect^, er liegt alfo jwifc^en 3 unb 3,4641. 
©iefe beiben ©rdnjen liegen aber nt>^ jiemli(^ »eit t)on einanber, bc5* 
l^alb lann man auö ber SSergleici^ung bed in*' unb umf4)riebenen Sed^ö^ 
ecfö no^ feinen, nur etwa§ genaiten Se-rt^ be^ Ärei^umfange^ jie^en. 
3)ie Umfange beö in^ unb umf^riebenen ßwölfedö jlnb fc^on »eniget 
üon einanber oerf^ieben, wir ermatten baburt^ fci^on na^cr beifammen 



liegenbe ® rängen, in)ifi^n benen bet ftreidnmfang liegen mu^; wiir fc|Kn 
nmü^, bo§ er gwifc^en 3,1058 unb 3,2153 Ik^t; no^ engere ©rängen 
erhalten wtt bnrc^ SSerjUid^nng beö in;^ unb nwftl^rieienen aSieruubi^ 
}tüattjtge(fd u. f. ». S)er l^albe Umfang bc6 tnbeft^riebenen ©e^äunb^ 
neungigecf« iji 3,1410, ber be^ umf^riebenen ober 3,1427. Swifd^en 
tiefen Beiben ffiertl^en Hegt ber ffierti^ für ben falben Äreföiimfang. 
5)0 nun beibe ßaf)Un Wd a«f jwel S)ecimaljlenen ubereinfltmmen, fo 
fann man, tocnn man ben falben Äret^nrnfang nur bie «wf jwei Scct* 
malfteDen genau l^aben »iH, benfelben für 3,14 anne^^men. 2)iefer SGBertl^ 
ift.üon bem n^albren SQert^e bed l^alben ftretöumfanged fi(^erU(^ nic^t 
um 0,01 öerf(^ieben. 2BiH man ben falben Ärei^umfaug noi) auf mel^r 
Dcctmalfiellen genau ^aben, fo mu^ man bie Umfange ber in^^ unb um*^ 
fc^ricbeuen 93ieletfe öon no^ me^r ©etten, bcd ein^unbertjnjeiunbneun* 
^Igecfö, bed ©rei^unbertoierunbac^tjigeda u. f.ttj., i>erglei(^en. S5egel(<?nen 
m mit 3r ben falben Umfang beö «reifet, beffen 8Jabiuä 1 ift, fo ift 
n auf 8 S)edmalf}eIIen genau befHmmt 

7c = 3,14159265. 

Der ^atbe Umfang bed Äreife« wäd^ft in bemfelbcn aSer^ltni^, in 
welchem ber diaiin^ wä6)\t. 3ft ber JRabiuö be« Äreifeö 1, fo ijH ber 
Salbe Umfang = jr, tft ber Staiin^ 2, fo ift ber l^albe Umfang 2n; 
er tfl 6jr, wenn ber 8«abiue 6, lOar, menn ber JRabiuö 10 ift. 3Jlan 
flnbet fietö ben l^alben Umfang beö ßreife^, totnn man feinen Slabiud 
mit Ä muttipticirt. öejeid^nen wir ben Umfang beö Äreifeö mit P, ben 
Ojabtud mit r, fo ift bemnad^ 

1/2P = r.TC, 

unb barauS 

P = 2.r.jr, 
b. ^. in Sorten: man flnbet ben gangen Umfang bed Äreifeö, »enn 
man ben it»pptlkn 9iabiug, ober, »a^ bajfetbe ijt, ben J)ur4)meffer mit 
3c multi)){i€irt. 

Setfpiele. S)er «abtu« tint^ «reife« ift 3' 4'', »ie grof ift fein 
Umfang ? 

S)er 2>urd;meffer eine« »aume« beträgt 2' 7" 3"\ »rie groß ift 
fein Umfang? 

3ft ber gange Umfang befannt, fo ift e« lei^t, ben britten, vierten, 
fünften u. f.». Zl)til be« Umfange« gu finben; man tann itmna^ anä) 
let^t folgenbe 2lufgabe töfen. 3n einem «reife, beffen SRabiu« 18' be* 



86 Sere^mung bc« S^rei^umfattge« unb be« Ärci^ml^altc«. 

tr&gt, finb gmei ^atbmeffer gegogen, bie einen Sinlel ^on 23^ mit etn^ 
anber ma^tn, wie flrog ifi ber »ogen, ben biefe J&albmeffer einf^illcfcn? 
?tttd ber ®Iei(i^ttttfl P = 2 ä . r jie^t man 

_ P^ 

** ~ 27t' 

^tnn ber Umfang bc0 Äreifed gegeben ifl, fo flnbet man ben aJa- 
bind, wenn man ben Umfang bnr^ 2 st bi^ibirt.' 

J)er Umfang eined rnnben Zi^ü^t^ betragt 25', »le gro^ ifl fc« 
,g)albme|fer bcjfelben? 

52 Der Kreisinhalt. 2Bic oben §. 38 gegeigt würbe, finbct man ben 
Snl^alt eines regclmfifitgcn SStcleöS, wenn man ben l^albcn Umfang bejfelBcn 
mit bem an^ bcm aJltttclpnnftc auf eine SSicledSfctte gefällten ^Jerpcnbücl 
multipltcirt. ^an finbct bcmna^ auc^ ben angcnal^ertcn 3nl^alt fccs 

Äreifc«, inbcm man ben Äretd aU ein SSieled t>on fel^r öielen Seiten 

p 

betradj)tct, wenn man ben :i^albcn Umfang -^ mit bcm and bem SDltttel-' 

punite auf bic fperipl^erie gefällten $Per<)enbt!el multiplidrt. S)iefeö $ct* 
penbüel ifl aber ni(^td anbered, aU ber Stabiud; ed ifl bemnad^ 

wenn J ben 3n^alt bcd ÄreifcS bejeic^net ©e^en wir für P feinen 
oben gcfunbenen SBertl^, fo fommt n 

J = Är2, 

b. 1^. man finbct ben Sn^alt bed ÄrcifcS, wenn man ben 8labiu0 mit 
fidj) felbft unb bad gcfuubene ^robuct mit % multiplicirt. 

SBte gro§ iji ber Sn^alt txnt^ ÄreifeS, beff^n 8«abiu« 27' 5" tft? 

3(u^ ber ©leic^ung J =z nr^ jiel^t man 

3ft ber Snl&alt eine^ Äreifeö. befannt, fo flnbet man ben Slabiuä, 
wenn man ben Sn^alt burc^ n bioibirt, unb aud bem gefunbenen Ouo^ 
tienten bie ®urjel jie^t. 

3)er gläi^enin^alt eined Ärcifed beträgt 738 D", mit groj ift fein 
»iabiu« ? 



=v- 



SweitcS »ud^. 



(Stereometrie. 



dinUitnnQ. 



Die Stereometrie bcfc^dfHgt ^^ mit bcr S3ctro(^tuitfl t)Ott Äör* 53 
ptxWf b. 1^. oon SSaumgtd^en, meiere m^ brei 3){tnenficnen an^e^ 
khnt flttb. 

2)ie eicmentar^Stcreomctrie ief^mnlt flc^ ouf bie ®erc(|>ttunfl 
ber DBerp^e uitb beS Hr<)crit(i^crt Sn^altö öon ^xi^mtn, ^9i:atnt.' 
ben, 69Unbertt, Äcgeln uitb Äugeln. 

EeksäiQeii oder Prismen, 2)crt!t man ^^ ivLxä) irgcnb eiticrt 54 
^mti eines SSieledS tint gctabe 8inie gejogen, wel^e mit ber ebene 
btefeö aSieledS einen telictigen SÖtufel ma^t, unb biefe 8inte bann 
parallel mit fw^ felbft (^ ben ©eiten beö SSielcdd l^ingefü^rt, fo wirb 
fie eine 9leil^e i?on ^Parallelogrammen bef(i^reiben , bie tintn Äörper 
einfetteten, weldj^er ben Slamtn einer edfdule ober eineö ^ridma'3 
fü^rt. 

J)enft man fl^ j. ©. bur^ ben edpunft b beö günfedd abcde, 



gig. 108. 
a 




gig. 108, eine Sinie V^j9e§ogen, unb biefe 
Sinie parallel mit fi^ felbft an ben Äanten 
bc :i^ingefc^oben, fo entfielet ein ^araDelo^ 
gramm bcfg, äBirb bie 8inie aföbann 
weiter an cd l^ingefc^oben, fo entftel^t baS 
Parallelogramm cdgh u. f. w. 3)ie auf 
biefe SGÖeife entftanbenen ^ßaraflelogramme 
bilben mit bem oberen ux^ unteren gün^ 
ed eine fünffeitige ©dule ober, roaö baffelbe 
ift, ein funffeitigeS ^riöma. 



90 



(Sintcttimg. 



^le ©eittn, in mtiä)en jmet ber etnd^nttn ^aiaKtlogTamnu 
jufammentKfftn, alfo blt Ranttn bf, cg, dh, ei Mnb ak, »nben tit 
©titcnlanttn btä SptfömaS flenonnt. 

^ie jtantcn, »eldie bit oettanttten *ßaiaOeIogiammt mtt bem otKtn 
obet bem unteren ißUIecI (ben @nbflii<|en, bmn untere man QcuD^n> 
Hi$ bie @ritnbflä(6e nennt) be6 ^riSmo« ma#«n, alfo bc, ed, de 
II. f. m. /ff, gh, M u. f. »., ^el^tn ©runbfonten. 

3« nof^bem bie ©runbpä^e eine« SßtiSmoS 3, 4, 5 «. f. w. ©eittn 
^at, unterf^elbet man Sfeittse, 4fcitigt, Öfeitige u. (■ n. ^rUmen. 

®erabe @(tfäulen finb fal^e, bei welchen bie ©eitenlantin mit 



gia- 109. 



bcT @btne ber ©lunbflä^e rechte ^Infel biltieti, 
toit in gig. 109, melcEie eint gerabe ft^Sftitiä! 
©öul« bat^eHt. Sie ©eitenpdjen einer jerabtn 
Sdfdule {inb fämmtlii^ Idnglii^e gte^tecfe. 

eine BferfeiHge (Stffdute, beren »ap* "b 
SPaiattelogranim ift, eiilÄfltfer 'olfo, roel^et »on 
fauter ^iara^eI(lsrammen begrän}! roitb, tifif 
ein !ßarane1i)))i)>ebum. 

@in IßarallelDfilfieb, xotli^ti von laaltx l(iu!)> 
li^en die^teiten begränjt fft, alfe eine geiabi 
«Äfftule, beren Softe ein läiigli^eS Sfici^teil i^, gig. 110, niitb «ang^ 
mürfel genannt. 

ein oon fe^a Duabtaten fteßrftujteö JpatoKeloiplpeb , gig. Uli 
mirb ein ^ArfeT gennnnt. 

gig. 110. 





> Pyramiden oder Spitzsäulen. ^ntt mon fl(^ ijon irgenb eineiK 

Sßunfte, welket außerhalb eincS iQieleda unb au<^ aHEci:^aIb ber @bcnr 
btffetben liegt, Linien no<^ ben edpuniten biefeö aSieledS gejogen, gig. 113 



Umleitung. 
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fo tiil[let)t eliK SRettt« oon ^ithdtn, weicht mit faem btfprB^smn SßieUd 
[bei: ©runfafläcfie) eine ipijrnmibe, eine ©^ji^fäule, bilben. 

aBenn bie ©runbflädje einer *Pstamibe ein regelmägigeä SGieletf i)*, 
unb roenn bei 3JIitfetpuu(t biefeö tegelmäeigen SSieledä gerabe unter ber 
gpifce liegt, fo i(i bie $pramibe eine regelmäßige. 

gig.113 ifl «ine regelmäßige »ierfeitige uwb %ii.lU ifi eine regele 
mn§ige fecbäfeitiije ^JDramibe. 
gia- H3. 





an jeber regelmägigen qS^rnmibe finb nfle ©eitenflat^en tinanbet 
gleirfi, nnb jiror finb eS lauter 9tei(^feiti9e fDreiede. 

Cylindriache und oonische Häehen. äöenn baä SJieletf, an 56 
beifen Äanfen ^in bie grieugungSlinie pataM mit fl^ felbfi fort» 
gef^oBeu wirb, ein Sßietect uon unenblii^ oielen ©eiten, olfo eine 
ttummc ?inie i^, fo enifte^t eine ß^tinberfia^e. ©er brn^ bie ^> ' 
liHbttfföt^E unb bi« Selben (Snbfläi^en begiänjte ftSrper ^eift ein ßp.- 
Itnbtr ober eine äöalge. 3n ber (Sleinentargeometrie betro^tet mnu 
nur ßvKnb« "on (reiöffirmiger ©afis. 'ajJan erhält einen gerobeu 
@?Unbet, »enn bie erjeugenbe Sinie auf b« ebene be8 leitenben ÄtelfeS 
it^troinlelig jte^t. 

gig. 115 flem einen gernben, gig. 116 fteHt einen f^iefen e^Iinber bor. 
^ifl' "5- SSifi. Hfl. 




i/ 
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^mlettung. 



©et Äegel, ^onu«, pt^t ju faec ^pdrflmtbe In bemfttbtn ©tt^ÄItmii, 
wie bei S^Ititbei gitm Sßriäma. Sßeitn bie tBojld einet $9Tatnibe in 
eine ttumme Sinie Abeige^t, fo niib bie iß^tamibe gum Aeget 

3n bet eiementaigeomehit beltat^tet man nut Äegel oon fitii. 
ffttmiget !Saj!ä. 

gffl. 117. gifl. 118. 

A J 

glj.U? (Icnt (inen jttofcm, 8i|.118 (Itllt tlntn »ItfraStoelbii. 



"(Srftcö Äa^)ttcl. 



519. 119. 



Oberflächen der Prismen. S)a btc ^riömcn öon lautet ebenen 57 
gläc^eu bcgränjt finb, fo flnbet mon i^re @efammto6erfIcic!^e, wenn man 
ben Sldctenin^alt jeber einzelnen ©ranjpc^e na^ ben Seigren ber 
ebenen ©eometrie bere(^net unb bie %lä^tnixxf)altt oller einzelnen @ränj* 
ilä(^en abbirt. 

(SS feien j. 93. bie beiben ®tittn bcr ©runbflä^e 
bes ganflwurfete (gifl. 119) 7 3oD unb I830D, feine 
Jpöl^e 20 3oa, fo ift ber Sn^alt ber ©runbfldc^e 
7 X 18 = 126 D''. ajie obere ©rdujliacl^e ift gerabc 
eben fo gro^. J)er Sn^alt ber gla^e' rechts ift 20 
X 18 = 360 D", unb thtw fo grof i^ bie gläc^e 
linfö. 3)er3w^<iÜ ber or bereu gla4)e fomo^I aU ber 
ber \)inkxtn ifi ober 7 X 20 = 140 a". SSSir 
^aben alfo 

für bie obere unb untere gtoc^e . . . . 2 X 126 = 252 D" 
für bie öorbere unb Wintere %l&i^t . . . 2 X 140 = 280 a" 
für bie glä(^en red^t« unb linU . . . 2 X 360 = 720 a" 
3)ie @efammtoberP4)e bed gangwurfelö ift olfir7T~TT~1252crr' 
5)a bie fe^jS ®rdttjfl[d(|en eineö Sßürfefö fdmnitlt^ Duabrate unb 
giq. 120. einanber glei(^ flnb, fo finbet man bie Oberfläche einegf 
ffiürfeld, wenn man bte itotiic ^otenj bcr aOBürfel^ 
fante mit 6* multipltcirt. SBdre j. ö. bie ©ette etned 
SBürfeU 530a, fo n?dre feine ©efammtobcrfld^e 6.52 
= 150a". 

Sei geraben ^riSmen fmb alle ©eitcnp^en Idng* 
^t JRet^tetfc; fle l^aben fdmmtli(^ gleite Jpö^e, unb gwar ift biefe^obe 
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fllei(i^ ber Sdn^e einer ©eüenfante. SBenn nun bie ©mubfld^c cince 
fleraben Ißridma« ein SSicled ifl, beffen ©elteit wir mit s', «", s"' u. f. ». 
iejet^nen »ollen, unb wenn bie S^Sf^t biefe« ipriömaa ä ijl, fo tfl ber 
Sn^olt ber erflen ©eltcnflddjie s'h, ber ber ^weiten s"h, ber ber britten 
s"*h n. f. w. Die ®cfammto6erjld(|e aller ®eitcnfld(^en bed geraten 
^ridmad ifl bemna^ «'ä -f- «"^ -f- «"'A jc, ober ed i|i 

= Ä («' + «" -f «"' -j- K.), 
wenn mir mit ben ®efammtp(!^enin)^alt aQer ©eitenfldci^en bejet^nen. 
fflun ift aber ba^, wad in ber klammer fielet, ber Umfang ber ®iuh 
P(^e, ben mir mit u bejei^nen wollen, ed ift alfo an6) 

= hu, 
baö l^ei^t in Sorten: man finbet ben ©efammtinl^alt alter @eb 
tenfld(^en eined geraben ^ridmad, totnn man ben Umfang ber 
@rnnbfldc!^e mit ber ^öl^e multiplicirt. 

aufgaben ju §. 57. 

1. S)tc ©eitc eincdSBürfcte ift 7«°>; wie flrofi iji feine Dbcrfld(^er 

2. S)ie Dberfläd^e tint^ SQBürfete ijl 10,14 D", wie groß ifi bie 
Äantc beffelben? 

3. SBie gro^ tfl bie ©cfammtoberffd^j^c tint^ gcraben fpriSmaä, 
tot\i)t^ 9<^ l^c^, beffen ©runbfldd^e aber ein fRt^itd oon 12«=» gange 
nnb 7<^°» «reite ift? 

4. 3)ie J&ßl^e einer regclmd^ligen geraben fünffeitigen ©dule ift 
6 %n^, eine Seite ber ©runbjld^e ift 2' 3" (J)uobecimaImaag); tele 
grofi ift ber ©cfammtini^alt aller @eitenfl[d(i^ert ? 

5. J)ie ®cfammtoberfld(i^e einer gcröben quabratifc^en ©dule (b. b. 
einer ©dule, bereu 23aflö ein Duabrat ift) betrdgt 120 a«°»; bie Seite 
ber ©afl^ betrdgt b^"^-, wie grofi ift bie ^i^t biefer ©dule? 

6. S)ic Sajl^ einer edfdule ijl tin gleidj^feitigeö JDreted J)on 6" 
©eite; bie ^6^e ber ©cf faule ift 8"; wie groß ift bie ©cfammtoberffd^e? 

7. (äint edfdule t)on 16^ J&ö^e l^at jur"^*afl« ein reguläres 
®ti^^td öon 3«° ©eite; wie groß iji bie ©efammtoberffdi^e biefer ©(ffdule? 

8. S)ie Diagonale tint^ Sangwurfelö ju itxti^ntn, wenn bie Äanten 
beffelben gegeben (Inb. 

3lufl8fung. Sejeicf^nen wir bie,§6i^e ac be« gangwurfetö gig. 121 

mit h, feine ©reite cd mit b, feine 2!iefe df mit t, fo l^aben wir 

ad« = Ä2 + 62 (1) 
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SHutt a6eif ifi arf/ ein 6ei d ni^ixoixAtlx^t^ Steietf, foIgHc^ 

gtg. 121. fefeen wir für ad» feinen aSBertl^ bei (1), für df 

^^^^^^ feinen SÖert:^ ti für bie S)tagonaIe af ben SQBerti^ 

a.^^^^a^H ^^ ^^ fommt 

d2 = ^2 _f_ fc2 _|_ ^2 (2) 

gür einen Surfet, beffen (Seitenlange a i% l^aien 
wir 7i = 6 = ^ = s, mitl^in auc!^ 

d2 = 3 «2 (3) 

ober 

' d^ 

^ d ^^ = T (^> 

es fei für tintn «angwürfel A = 7", h = 3" 7'" (2)uobecimaI:^ 
maag) unb # = 4" 5'"; wie grog ifl bie ajiagonale biefe^ Sangwürfelö ? 
(nac^ ©lei^ung 2). 

Sie Seite eine« SBürfelö fei 5°°»; wie grofi ifl feine J)iago*nale? 
(na^ ©lei^nng 3). 

35ie diagonale dnt^ ffiürfefö fei 5c°»; wie gro^ ifl iebe feiner 
Santen? {xiai^ ©lei^nng 4). 

9. S)ic @efainmtoberjlä*e eine« SÖürfete foH 100 QuobratioH fein; 
»ie grofi ijl iebe feiner Äanten, wie grog feine diagonale? 

10. 2)ic diagonale eine« SBürfelö fei 7"; wie grog ijl berSni^alt 
einer ©eitenpäd^e? 

Die Oberfläche der Cylinder. S)a mon bie ß^Iinber aI6 ed* 58 
fduten 5)on unenbli(| fielen Seiten betrachten fann, fo finbet man 
ben 3nl^alt ber SKantelfläd^e txxit^ geraben S9linberg, votnn 
moin ben Umfang ber ©runbflad^c mit ber .ipö^e be« S^Unberö 
multiplicirt. 

Sejeic^nen wir mit r ben JRabind beö Äreifeg, welcher bie Ornnb^* 
fid^e bilbet; fo ifl 2nr ber Umfang biefe« Äreife«, nnb bemna^ ift 

= 2 Ttrh, 
»enn ber Snl^alt ber SWantelfliäile unb ä bie ^6l^c beg geraben 69s? 
linberd bejei(^net 

Um bie ©efammtoberfliäc^e cined S^linberd gu flnben, mug man gu 
ber SWantelflid^c no^ ben 3iti^öft bea oberen unb bed unteren Äreife« 
^injufügen. 
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aufgaben. 

1. SJer ©UM^mefftt eiiieä geraben d^Hnbtrö bettÄgt 27™, f(iti( 
$6be 52™. fflie gtog ifl bcr 3n^(l bet OTanttlffat^e? SEBit groS ift 
bet gläAenin^oIt bed obnett uitb bcö unteren ArelfeS? ^ie gie( ifl Hc 
@(efainmtobei{läd)e? 

2. a)ie ettfammtobfrpä^e eine« e^Iinberä Mräflt 196D™, it: 
I)Ht(i)mef[er feines ©tunbftelfeä bettfiflt 8™; wie giof i^ feine ^8^(? 

9 Oberfl&olie der Pyramiden. ®ine jebe fß^iamibe iji befltäiijl 

buii^ ein Sßieied, wetdiee bie @iunbp$t btibet, unb eine Sleibe dch 
@eitcnp$en, welcbe fämmtU<^ 33ceiede finb. .^iei; tft nur bie Sic» 
oon gernben, legehndglgen Sßijtainiben; i^re ®runbpt^e ift ein refltt 
mäfigeä aSielecI, bejfen Sn^nlt nuf bie befnnnte ffleife gefunben iniib. 
X)ie <Seitenfl<i(^en einer regelmägigcu ^^laniibe {Inb lauter eiuant!» 
flUi(|e, gleidifc^enfelige ^Dteietfe. 

Sifl- 1^2. gig. 123. 





»ejeti^nen wir mit s bie Sänge einer @ruub!anfe ic einer regtli 
mngigen $9tomibe, mit l bie Sänge beä »on ber ©plfe « auf biefe ©lunt» 
fanle geföDten qjerpenbiWä ad, fo ^nt man te!anntli(^ für ben gläctien^ 
in^alt J beä 3)reteds a?-«; 

. = ^. 

3iJ nun ferner n bie ©eitenja^l ber ©runbftddje, fo iji ber @c' 

iiimintinlialt aller ©eifenbreleile ber «Pptainibe 

3)n unn aber na ber Umfang bet @runbpäd>e ift, ben mir inii « 
begeictinen raeUett, fo ift aut^ 



ober mit fflotten: man finbet ben Su^att aller ©citenbreierfe 
einer geraben, reoelm&fiigen ^pramibe, menit man ben Unt^ 
fang ber ©runbfläci^e mit ber ^alhtn $ö^e eined ©eitenbrei^ 
edö multi^)licirt. 

@mif)nli^ ijl bie ^d^e ad bed ©eitenbreiedö nii^t unmittelbar ' , 
gegeben; bagegen lennt man entweber bie Sänge ber ©eitenfanten (alfo 
j. SJ. ab in gig. 122) ober bie S^if)t ber fp^romibe (ap in gig. 122). 
m^ blefen Angaben l&pt fi(| aldbann leicht bie^lpS^e 2 Cadin%if^.l22) 
mit «l^utfe bed ^Jptl^agorSifcl^en Sel^rfa^eS berechnen. 

Aufgab en. 

1. 3)te Sajid einer geraben ^pramibe fei ein Duabrat, beffen ®titt 
3" betragt; bie »erticale J&6^e ber «p^ramibe (.ap gig. 122) fei 4"; 
u)ie gro^ ift bie ®efammtober^&<!^e ber ^^ramibe? 

2. 5)ic Seite ber ©ajld einer geraben quabratif(|>en ^9ramibe fei 
7°", bie ©eitenfante (aAgig.122) fei 12<^; »ie groß ifi bieOcfammt^ 
okrp^e ber fß^ramibe? 

3. SDie aSaflg einer regelmäßig brelfeitigen fP9ramibe ^at einen 
Umfang J)on 12", bie ginge einer ©eitenfante betrdgt 3"; »ie groß ifl 
i^TC @efammtoberflia(^e ? 

4. 3ebe ®runbfante einer regelmäßig brelfeitigen ip^ramibe l^at 
eine Sänge oon 6"; bie »erticale ^if)t biefer jppramibe fei 5"; »ie 
groß ifi il^re ®efammtoberpä(|>e? 

5. S)ie Orunbfante einer regelmäßig fed^öfeitigen ^J^ramibe fei 
6", i^^re ^6l^e fei 8": mie groß ift i^re ®efammtoberflä*e ? 

Bie Oberfläche gerader Kegel läßt ^6) na^ ben im \)origen 60 
^. ^aragrapl^en erläuterten ^rincipien bere^^ 

ntn-, man ^ai nur in bie ®lei(^ung (1) 
auf Seite 96 für u ben Umfang bcö ®runb^ 
treifea, ^ir l bie 8änge ber «nie ab (gi* 
gut 124) gu fcfren, bie man »on ber ©<>ifee 
s ju irgenb einem gJuufte 6 bea Umfangö 
ber ®runbjlä(^e giel^en lann. 

3ji r ber ÖJabiue be« ®runblreife0, 
fo ift 2 3rr fein Umfang, ©ejei^nen mir 
mit h bie J&ö^e #p be« Äegelö, fo ijl *6 
= Vsp +j^^ ober l = V A2 4- r?. 

SRülicr, cucne (ßeometrte unb Stereomeirtf. ' 




Sifl. 125. 
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25« gia^tnlit^olt b« SWanteljiaitt tinti flerabtn Äegtlfl ip btranoi i 

J = nr V '»»"+" r» (1) I 

Slufaa^en. 
■ 1. Si« JRaMuS btr »np eine« fltrnbm ÄtfltW fei 2™, fdne $5bi 
fti 3<"; wie fltog ifi b« Sii^alt ftinw Sttanteipä^e? fflit gtofj ifi Itt 
gläijenirt^alt btr SSopsf 

2. !Die URontetflSi^e ditce gtiaben Aegilö, melier 7" ^od| 1{), Ut 
einen glfi^wninfiolt Don 25 Ouabrafioneit; reie flto§ ifi ber MobiuS hl 
©Tunblreifefl? 
gj Die Oberfiftobe eines abgestumpften geraden Eegela, 

gig. 125, (ann tili ein ^aiaUrltto: 
1)ej fcetia^tet werben, beffen patfllldi 
©eilen butc^ ben llntfant) beS otmn 
unb btS unteren Stxti^tt geHKti ; 
uitiben, unb beffen ^ö^e gtetd) ii^ 
b« ©elt« ab beS obflefhimpftenÄffldä. 
Sejel^nen wir mit B ben 9Ja: 
bluS befl nnteien, mit r ben ENabiu« 
beS oberen jtreifeS, gig. 125, mit « bie SAitge a& bee a^eftum^n 
AegeU, fo iß bemnaifr bet gldc^enin^tt feiner ^mUlfl&ä)t 



ber SItitte gKifc^en bem oberen unb bent unteren um bie jJegelflili^e t)tintit< 
Hüft, unb wellten wir a\i aSitteürets bejeii^inen woDen. 3ngig.l2ä 
ifi cd/g ber UlfttelfreiS. 

3nan Tann bemnai^ fdflcn: bU CbetflA^e beS Snanteld einte 
abgejtum^ften getaben SttQtXi wirb gefunben, wenn man btn 
Umfong feines 3niltelfteifea mit ber ©eltenlönfle beS obflC' 
pum^jften Äegelfl multiplieirt. 

an einem nbflejiunipften Äegel fei ber Wobiuä befl unteren Xttx\ti 
4", bw bea oberen 3", bie Seite ab aber 3,5"; rote flroß ifi bieaRflntefe 
ffÄ^e biefea obge^mpften Äegela? 
i Beziehungen des abgestumpften Eegeli m der Engel, 

walolie ihn in seinem MitteUcTeise berührt. 3)enfen wir unS ben 
«reis gifl. 126 um bie Sie ab umgrbte^t, fo entfielt but# bie »f 
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iDCgung bet JheiMinie offenbar eine jhigeloietß&d^e. @9 fei nun in 
irflcttb einem fpunfte c beö Äreifeg eine S^angente an benfelien je* 



819. 126. 




gcoen, unb auf biefer ))on c aud 
nad^ Reiben ©eiten flleit^e Mn%tn 
cf unb cd abgefc^nitten, fo ent* 
fielet but^ bie Umbrel^ung ber 
änie df um bie Slxe ab bie 
SDlanteipd^e etne^ abge{lum))ften 
Äegete, welche t>on bet crwSl^nten 
Äujel in il^rem SWittelfreife be^ 

^tnttn wir und nun in gig. 

126 »on c ein fpcrpenbücl ck 

auf bie Umbrel^unflaajce flefällt, 

fo ifl bied b« JRabiud bed SWittet* 

freife« für bie fragltc^c ÄegeipSd^e, 

bcn wir mit r bejei^nen woDen. S)er glä(i^eninl^alt biefer ^JtanMfl&i^t 

i^ naüf Obigem 

J z= 2xr8 (1) 

wenn mit s bie 8änge df begeicf^net wirb. 

gfint man nun ferner ^on d auf tint bur^ / mit ck ^axaütl fle«» 

jogene Sinie ein ^txptniiUl fg , xoü^t^ ni^i^ anbered i^ ald bie Hx^ 

ticale «^Si^e bed abgeftum:|)ften Stt^tU, bie wir mit h bejeic^nen »ollen, 

ite^t man ferner btn Stabiua et, beffen S&nge bur<!^ 22 bejeici^net »erben 

foQ, fo entflei^en bie Sf)nliä)tn Sretede d/g unb ctA;, aud weisen fi^ 

folgenbe $ro))ortion ergiebt: 

dg : fd = ck : ci 
ober 

h : 8 z= r : R 

unb baraud 

8.r z=z hR, 

SBix Unntn alfo in ®Ui^un% (1) für rs bad ^obuct i2A fe^en, 
o^ne baf ber SBert^ ^on J ge&nbert wirb, unb l^aben alfo 

J = ixRh (2) 

92un ift aber 2 xR ber Umfang ber jtugel, »el^e len abge^m))^en 
Aegel in feinem äRitteRreife berä^rt, unb h ift bie oertilaU <!&dl^e be9 
aige{lum))fien Jtegeld; bie ®tei(|fung (2) I&ft {f(|f alfo in Sorten fo 
ouöbräden : 

49G318 
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J)ieaJlonteIfU4je tlnti a&atftumpften ÄegeU ^flt glei^ieii 
gid^entn^nlt mit ber ÜRniitetfldebe eine» (S?Iinbttfl, bifftit 
DutAintTfet fe fltog i(i rot« bet S)«r(^m(ffei: beiÄugtl, »tl(%f 
ben abgeflumvfltn Stt^tl in i^ttm SItittelfteift berü^it, und 
beffen $fl^e glti^ ip bet ceiticaleii .&6()e beä otaepumijfttn 

63 Bereohnnng der Eugeloberfläohen. Um einen Jheie, ^tg. 127, 

fei ein reflelmägijeS SIrfiteÄ fleiogen wnb baffelbe «m btn Dutdimefffi 



«ifl. 128. 




aö nmgebtt^t, n>el((ier jreei paroHtle Seiten befl a^tttf« mit eilt' 
anber aeibinbet, fo entfielt bui:^ bte Umbie^ung beS Greife» eine StuQ,t\; 
bur(^ bie Umbie^ung bei SÜ^tecfäfeiten aUt beiABrver, meldet gig. 128 
batgefleQt i|i. 

!Diefen ÄStipet tSnnen »it nnS in biet üfieiU jeilegt benlen. 3)ei 
mittlere ip ein 6i)Iinbet, roeldiet mit bet jluget gleiten iHnbiuB S ^at, 
beffen ^6^e toit ober mit A bejei^ncn »ollen; bie 3)lflntel|Ja^e biefea 
e^linbet» ^at olfc ben Sn^olt 
in Rh. 

Sin biefen Splinb» fe^l j!c^ oUa unb unten ein äbgeftumpft» 
Äegtl an, roel^er »on bet Äugel in feinem SnitleHreife 6erfi^tt roitb, 
unb beffen ^ä^e mit mit k' bejeic^nen rooHen. £tc ÜRantelllä^e {ebet 
blefw abgtjhtmijften ÄegelffÄi^n tfl: 
2«jRA'. 
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S3ie OfcetffÄ^e b« mittleten gplhiberpddit unb ber beiben jl^ 
an biefelbe «nfejfenben nbgeflunnjfttit Äegefflnc^en jufammen gfitemmen 
ifi atfo 

= %%R 01' + /t + /O- 
3)ie Summe bec .ge^eH Ä' + A -|- fi' ifl ahn offentai bem 2)Hr(^= 
meff« ab bet ÄugEl glei^; ber ©(fnmmtin^nlt jenei cplinbtif^en unb 
CDUtfcden gld^eii If} atfo 

= 23tÄ.2Ä = 4reÄ». 
ÜJenfen wir unä in glei^ei: äESclfc um einen Äteiä »om SR(iblu8 R 
tin MflflmÄgiflee ©e^Jje^neÄ, gifl. 129, flejoften unb baffefte um ben 
8i9- 129. gig 130 



h 
t 




Sugetbutt^meffei ab umgebreH fo entjte^t ber SHotatiünälÖtpet gig. 130, 
roeldiei: bui:^ eine mittlere e^itnbetfffl^e unb fe^S abgeftumpfte Äegel* 
flauen gebitbet roitb, con benen ie jroel einanber gTei* |inb, unb mel^e 
fflinmtli^ »on bet burd) bie Umbte^ung beä Äreife« gebltbeten Äugel in 
t^rem ajltttellteife berührt iterben. »esei^nen mit mit k bie ^&\)e ber 
raitttereii GpIinberPäi^e, mit k', h" unb hf" bie ^6^e bct m^ oben unb 
nn^ unten bet SRei^e m^ folgenben abflepnmpften Äegel, fo ifi bie 
Okifläi^e berfelben oon eben anfangenb ber fRii^i \wä) 

2 3t Rh'" 

2 71 Eh" 

2 B Ä/i' 

2rei?A 

2«ÄA' 

2nRh" 

2 Ä jRA"' 
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al\B bet @cfiimintitt^att aUei ilt\n EKotationS^Ai^tit 

2 KÄ (A"' + Ä" + A' + A + A' + A" + A"-). 

£i( @untme bei: In ben filammeün flt^eKbt» {iS^ett Ift aUt itl^tj 
Qnbtreä ala b« Iiut^meffet beö SreiftS glfl. 129, nlfc 2Ii, mitliin ifi 
bie ©efamuttobei^ä^e iti fReiationiUiptti gig. 130 (mit SIuef^lu§ bc« 
obtii unb unttn bcgiditienbeit j^;tifee) ebtitfaUä 
= 43t Ä». 

SOtt- (innen auf bitfelbe Seife fortf4)Iiegen, bag, »ie man auä) bie 
©titeHjn^( be8 wm ben Äieifi beftfirietenen ajielcrfs oetmf()ten möfle, bo* 
ble @tfamintobetpa$e aOti: abgefhimt^ften Stt^tifl&^ttt (mit Sinf^ilnf 
bei miHIeren ß^Iinbetjläi^e), »et^e entließen, wenn man bie ganje glgui 
um ben ^leisbutt^meffer umbre^t, melcEiet jwei bkmetral gegcnäbei fies 
genbe SSiclecfäfeiten mit einanbei uetbfnbet, ftetd 

fein muß. 3)ie8 fli(t natütliti) an^ no(|, wenn bie 3a()( bet SBieledS= 

feiten bii in« Unenblitiie uetme^rt wirb, für »etilen goll bonn bie @f 
gifl. 131. fammt^eit ntlet abgeftumijfteH 

Äegel in bie Äugel gig. 131 
übergebt, beten Oberfld^Je benu 
nad) glei^fatld 

= 4«^". . . (1) 
ift, trenn R ben Mabinfl btu 
fetben bejei^net. 

4reÄ» ifi (ibet aw^ bie 
3J{anteIf[ä^e einefi ^^Unbeiä, 
beffen Siuüi^meffet 2 Ä unb 
beifen^ö^e 2Äifi; roii Hnnen 
bea^alb au^ fagen: SCieObex* 
flAf^e einerAugel iß glei^ 

ber Snnntelflät^e eined j^egeI^, neiget mit bei Sta^tl gleii^en 

IiuK^meffei unb gleite ^i^t ^nt. 

3t uf gaben. 

1. Iiei Ülabiud einei Äugcl fei 3" obet 5™ ob« 13'; »ie giof 
ifi i^te Obeiffä^e ? 

2. 2;ei ^nit^meffei bei Igrbe ifi gleit^ 1720 beutftlie SHeifen; »ie 
Diel OuQbiatmeilen betrdgt i^te Obeip^e? 
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3. 55ti 5>ut^me|ftt beS SRonbefl ütt^ilt (I^ ju bm bet (Sibe 
iDtt 3 gu 11; in meinem 9}eit)dltmfi ße^t bte Obn^i^e bed 33lonbti 
jui Obctjld^ie bet drbe? 

i. ^it O&ttp^t einet jiugel fuQ 3aanetet tietiagcn; mte giog 
tnu| i^r fRabiud fein? 

5. Sßie Diel ßoll iß bet iRflbiuS ein« Augel, beten Oberpi^e 
1 CluabMifug alt vaxijtx ^aa^ ift? 



3>cetteä AapiteL 



Die Eörpereinheiten. ^eit Stau in Julian eineö JtBtpetd tonn man 64 
nui babut^ bcfiinmicn, bag inan etmittelt, icic oftmals ein SütTftt »du 
bttaniiiei ©tBgt, ben man ati J7äT|}«rttn^eit annimmt, in bemfetben 
tut^fllten ifi. 

3llS ERaumein^cit nimmt man ben 3BfitfeI (<Subuä), befi'en 
Aante gtetc^ iji bet Längeneinheit. @ä giebt bemna^ ebenfo Diel 
ueifd)iebene Aiitieteinbeiten, als tä Sängeneinireifen giebt ^ig. 132 
fieOt einen pteugirWAubifjoII, Qig.133 eine ))rrugifc^e ftubiflinie 
uHb gig. 134 ein ^ubiCcentimetei bat. 

ijl. 132. Sia- 133. Sfia. 135. 





äUenn man bie Vängenbtmenfionen eincS SangniütfeU Icnnt, fo 
i|t ti leicht, feinen XStperin^nlt (jtubifin^alt) ^u bete^nen. Qä fd j. 9. 
^t[ Saiigrofltfei, gtg. 135, 5"' bceit, 8"' biif unb 12" ^od), fo ift feine 
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0nmbjld(^e offenJat 5 X 8 = 40 Ouabratlinicn, unb awf biefe ®runb^ 

fW^^e lann man alfo 40 ©Ätfelt^en auffeilen , beten ®tiit 1'" iji, wie 

«ig. 136. bie« gifi. 136 önfd^auHt^ ma^t. ©ole^er 40 Äu^ 

bifUttien ent^altenber, 1'" l^ol^er Sagen mug man 
abei; 12 anfeinanber fe^en, um einen bem Sang; 
»Arfel gig. 135 gleiten Jt5t))etr ^u erl^alten; ber 
3nlS>aIt beffelben ifl alfo 
5 X 8 X 12 = 480 ftubiöinien. 
Sejeid^net man allgemein bie brei T){menflonen änt^ Sangwiirfclö 
mit a, b wnb c, fo ift fein !6ti)erii(f>er 3n^alt 

J = a X t> X c. 
SÖenben mir ba^ auf bie Sn^aÖ^bered^nunj eine« SGBütfeld an, 
beffen ©eitcnldnge glei(^ a ift, fo l^aben mir für biefen m^ fe = a «nb 
c = a, folflli^ ifl ber' !5r}>erlt^e Sn^alt biefed SQSürfeld 

aWan finbet alfo ben !8r»)erli(^en Sn^alt eine^ Söürfel^, 
totnn man bie ©eitenidnfle in bie britte ^otenj tt^tht 

2)er !5r<>erli(^e Snl^alt eineö SBurfefö, bejfen Tanten 4 Sentimeter 
lang flnb, ifi bemna^ 

4X4X4 = 48 = 64 Äubifcentimeter. 

Die !ßr<)erli(j^en3n^alte öerf^iebener SBörfel öerl^altenfi* 
bemna^ »ie bie brüten ^otenjen il^rer ©eitenUngen. ffleun 
bie ©eite eine« aBurfelö 2^, 8^, 4mal fo grop wirb, fo wirb fein 3«* 
l^alt Sf, ilfi, 64mal gröper. 

5)ie i)erf(^iebenen ftubifeinl&eiten öerl^alten \\i) 6emno(^ 
avi6^ wie bie brüten ^otenjen ber entf}>re(^enben Sdngenein^^ 
Reiten. 

(So ift bemna(^: 

■Jcub met — -- IQOO'^"'' decimet 
Jcub dm —— 1000*^"^ ceutimet 
J^cub cm __ lOOO*''*^ millim. 

gerner ift 

Icub' -__ 1000*5"^" 

Icub// — - 1000^°^"' 

für je1^ntl5>"t^9^ö gupmaap, wdi^renb für S)uobecimalmaap 

^cub// — -. 1728^"^'". 
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8luf gaben. 

1. SBie J)icl ^jarifer ftubiffup entl^ätt cm Äubiftoife? 

2. 2Öie öiel ÄuBifcentfmetet enthält ein babift^et Änbifgoll? 

3. SBie J)iel ÄubifmiHtmetet entl^alt ein ^Jteugif^et Äubtfgoll? 

4. Sie öiel ftnblfcentimetei: fmb bied? 

5. 3n meiern SJerl^ältnip fielet ein ^}atifet ÄnbifjoH gu einem 
|)teuf if^en ? 

6. 3n welkem Ser^Itnig jie^t ber 6fletrei(3^ifd^e ÄnbifjoD jum 
englifc&en ? 

NB. Um biefe Aufgaben jn »fen, flnb bie SSer^ältniffe bet ent^ 
fprecä^enben gängeneinl^eiten an^ §. 3, Seite 5 nnb 6, jn entnehmen. 

Inhaltsberechnung gerader Prismen und Cylinder. dla^ 65 
bem, »ag im J^oriflen ^ara9ra^}^en befpro(^en würbe, ift e^ Hai-, ba§ 
man ben fnbifc^en 3n^alt einer fletaben ©dfciule finbet, wtnn 
man i^re ©rnnbflä^c mit ber Jg>ö^e mnltiplicirt; b. ^. eö ift 

J = g X h (1), 

mnn J ben cubifc^en 3n^alt ber ©dfönle, g ben gidti^eninl^att ber 
@runbfld(f>e unb h bie »&ö^e ber ©Sule bejei^net. 

S)iefeI6e ©leid^nng gilt audi> jur SSere^nnng beö !öri)erli^en ^xu 
f)ali^ fleraber ßplinber. 

Aufgaben. 

1. 5)ie ©rnnbpä^^e einer geraben ©dfäule fei ein gleic^feitifleö 
3)reie(I, beffen ©eitenlange 5" beträgt; bie J&ö^e ber (Scffaule. fei 12"; 
mie jro^ iji il^r Äör^jerin^alt? 

2. J)ie ®runbjla(f>e einer geraben ©dfäule fei ein regelmd^ifleö 
©e^^ed öon 7«°» Seitenlange; bie ^ö^e ber ©dfäule fe.i 15<^°»; »ie grop 
i(l i^r Ä8r»>erin]^alt? 

3. Sie grop iji ber Ä8r^}ertni^alt einer rcgetmftgig a^tfeitigen, 
geraben ©dfaule, totnn jebe ^d^tedafeite 3 Zentimeter lang nnb bie Säule 
9 ßentimeter ^f>^ ift? 

4. SBBie grop ift ber Ä6ri)erin]^alt tint^ geraben ß^Iinberg öon 
(reidfSrmiger Säafld, wenn ber Dnrt^effer biefer Safld 3'' 2'" ^)reup. 
unb feine ^ö^e 5" 7"' betragt? 

Eörperinhalt schiefer Eeksäulen und Pyramiden. Um ben 66 
för^jerli^en 3n^alt J einer f(i^tefen ©dfciule ju berechnen, ^at 



106 33ere4inun3 i>ei föiiperlü^nt 3n^alt$. 

man nui benOuabiatin^nltrrb'c^i^uHbf' «i^t ot't ^'^ uecticattn 
^&i}t h bet ®aulc 
gu tnulttf>Iiciicn; ti 
lommt alfo äii<^ ffitt iit 

J=<,A .■■(!) 
in Stnnenbung. Untfc 
bct Cfiticaltn jQiift ein» 
r*iefene(IfauIe,gifl.I39, 
oetftt^t man aber bie 
Hn%t bcS ^erptubitilä 
a£, wtlc^tö man ocn 
ligtnb einem fünfte u 
bei oberen (mit bci:®ruiib> 
^(^t pataMcn) Snbflä' 
^en acd auf bie ßbene 
bet @l[unb{Iä((ie fdllcu 
fnnn. 

^ie SInroenbung bet 
gomet (1) jui: Sn^flttä' 
betediiiung fdiiefei gd- 
foulen pii6t p* ""f ^«« 
<Sa6, bag @dfdulcn 
Buu gleii^et @iunbr 
fläche nnb ^i^c au^ 
0Ui(^enÄeil>ei:in^aU 
^abcn. 

SSer Sewefö biefe« 
@ateä [ägt jl^ am ein> 
fa^fleu auf folgenbe 
SßJeife fugten. 

^Senlen mit und ti' 
gtnb eine gerate @iffäu((, 
gig. 137, buri^ gleich 
weit von einanbct tii* 
fte^eube, mit ber @ninb< 
^o^cr @i()eiben jCifc^nitten, 




^it^t ))ataacle Ebenen in eine fKei^e gFei^ 
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fo lajfen fl(^ bicfc ©Reiben in bet ®cife Derf(i^iekn , ba^ ble entft^te^ 
ilenbcn ©den aUet eittielncn @^e{b(^cn, wel(|)c urfrrüttfllt^ eine Stanit 
DH bet flerabett ßtffdule bitbeten, nun »iebet in einet jetaben Sinie 
dh liegen, »el(^e nic^t me|>t tet^tminfelig auf bet S3ajl^ fielet. 3luf 
tiefe Seife entfielt tin an^ ttei)!penf5tmi9 übereinanbet flelegten Bd^tih 
i^tn jufammengefettet Äöti)et, gij. 138, welti^et mit bet getaben (kd^ 
faule, gig. 137, glei(f>en Äöt^petin^aXt l^at, ba et ja an^ benfelben Zf)üU 
\ä)iä)itn befielet wie bie (Stffäule, nut ba§ biefelben l^iet anbete aufgebaut 
Pnb ate bott. 

Sie 8li0tigfeit unfeteö @^IuffeS ifi \>on bet ^if)t bet einjelnen 
5;i^eilf(^i(^ten öoHfommen unabi^ftngig; et bleibt ti(|)tlg, wie fel^t wit anä) 
bie J^öi^e bet einzelnen 3;i^eilf(^i(^ten ijetminbetn, alfo mi^ i\)u ^njal^I 
oetmei^ten mögen. Sei mei^t unb me^t abnei^menbet »&5^e gel^t abet 
bie ®efammt|>eit bet Detfc^iobenen Zf)til\^i^itn auä) mtf)t unb me^t in 
bie f^iefe ©dfäule, gig. 139, übet, weld^e bemna^^ Ui gleitet ®tunb^ 
ßä)t unb gleichet S^i^c (ab = AF) auc^ iUiä)m ftöt^jetinl^alt mit 
bet getaben etffäule, gig. 137, ^at. 

@d gilt biefet @at natutli^ ebenfo fut mit Jjietfeitige , ffinffeiiige, 
fe^gfeitige ©dfftule, vok fut eine bteifeitige, ba unfete 93ewei0^ 
fü^tung ia i)on bet @eitenjalj>l bet SSafiS öSHig unabi^dngig wat; et 
gilt mithin auä) fut ß^linbet, b. 1^. bet Äubifinl^alt tint^ f^iefcn 
ß^linbetd ift glei^ bem Äubiün^alt dnt^ getaben »on glei^ 
c^et @tunbflä(^e unb ^i^t. 

^ptamiben \>on g^eic^et ®tunbfldd&e unb S^i^t l^aitn eben;* 
falld gleidjien Äi)t<)et{n]^alt Die eben butc^gefu^^tte Sewci^ful^tung 
tagt ^ä) o^ne Seitete^ andfy auf ^^tamiben ubetttagen; e^ mag be^l^alb 
geniigen, bied anjufu^ten. Det @(^ület mag bie ^u^fui^tung be$ ^t^ 
weifet fclbft öetfuc^en. 

Der Kubikinhalt einer Fsrramide ist ^U vom Kubikinhalt 67 
einer Eeksäule, die mit ihr gleiche Grundfläche und Höhe hat. 

93ewei^. (Sd fei abcdfg, gig. 140 (a.f. @.)/ ««« getabe bteifeitige 
Säule, ^tnltn -wit un^ eine @(|)nittflä(^e butdj) ba^ ©4 c unb bie 
Äante dg, unb eine j weite but^ baö @(f g unb bie ftante ac gelegt, fo 
njttb babut4> M^ bteifeitige ©cffäule in btei ^J9tamiben geti^eilt, wel^ie 
in gifl. 141 (a. f. ®.) au^einanbet getüdt gejei(?^net unb mit I, 11 unb 
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Sere^nung tei Krptvli^m 3n(ifllt«. 



lU ttjeic^nft pnb. 3>U Sßijtamibtn I unb H ^6en flldditn ÄBipfrin^lt, 
benn bie ©mnbpai^e d/y b« einen ip glef* bei ©runbpäAe aic ia 
anberen, unb ftniei: i|t bie ^S^e /c glei^ bet ^B^e b'j. 

«ig- 1*0- 9tB- 1*1- 




Sag abei au^ I ßlei^ III ift, ngiebt {l^, wenn man acd ali tu : 
©tunbjlät^e bet ipptnmibe lU, cd/ aUt nl8 ©tuubflä^e bet Sputamih 
I bttra^tet. ^fit biefen gatl ifi j, gig. 140, bie gemeinfcdafHii^e 6pi6( 
ber beibeit Eß^tamiben, unb iai ton g auf bie gegcnübetfte^eube gln^c 
ae/t/ gefäntc i(J(tpeiibifeI i&rc gemeinf^nfHit^e ,&fi^e; bie SPsrnmibtu 1 , 
unb III ^abcu {lifo gleite @i:unb^&^en itnb gieiile 'i&B^e, folglid) i[t 
au^ i^T Säxptxin1)aÜ glei<^. 

3Me brci ^^lamiben I, U. unb HI ^aben alfo gleiten JtBTf>enn^(ill, 
unb ba jle jufammett bie ffidfäule gig. 140 bitben, fo iii bet Sn^alt 
einet jeben bctfelfcen '/j »on btm 3n^aTte bief« födfduU. 

!Sejeti|inen mir utit g bie @Tunbp^e, mil h bie $6fie bet Gdfdult 
gtg. 140, fo 1^ bet ASipetiutialt betfelben gh, fotglif^ bei ABipetin^H 
J einet jeben bet biei Sß^iamiben ^ig. 141 






(Um 



b. ^. in Sßotten: man finbet beu J^Bcpetin^tilt einet ^ijiaijilbe, I 
nenn man itiie @tunbflä^e mit bet ^ii)t multivllti^t vtni 
bog fo erhaltene !piobuct mit 3 bisibitt. | 

Obige @fei(^ung (1) gilt natütli^ mi^ jut ^Bete^nnng btS Stif | 
petin^ltfl »on Äegeln. 
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21 u f 9 a b e ti. 

1. SDBic öro§ ift Icr Ä8t^)crin^alt einet breifeitigen $9raniibe, beten 
®tnnbflä(^e ein glei(^feitige§ 3)reied J)on ber @eitenlan(je 2", beten 
^o^e abet 3" ifi? 

2. 9Bte gto^ iß bet ftöt))ettn^aU einet qnabtattf(^en ^^tantibe, 
mnn iebe ©eite bet »afle 7°™ i^te Jg>5l^e abet S«"» ip? 

3. aSBie gtofi tji bet Ä5t<)etitti^alt tint^ teguläten JEettaebeta, b. f). 
eine« bute^ btei glei^ifeitifle SDteiede begtdnjten Ä8t^)et«, totttn bie Sänge 
jebet Äante 5 ßentimetet iji? 

Bereohnung des körperlichen Inhalts einer Kugel. 3)en!en 68 
ivir nnd bie ganje Obetflac^e bet Angel in tint mögtt^fl gtope Slnja^l 
untet einanbet gleichet gW^enfind(^en geti^eiü, bie mm abet t^tet 
Äleini^eit wegen ate eben bettadj^ten fann (bie ^Injal^l biefct %l&^t\u 
ftüd(^en fei mit n, bie Dbetflä(^e eine« j[eben fei mit o be^ei^net), fo 
fann man iebe« betfelben al6 Säafld einet ^^tamibe betta^lten, beten 
©pifee in bem 5Dlittel<)nnfte bet Angel liegt $Die ^öl^e einet folc^en^pp^ 
tamibe ifi bann natötlic^) glei^ R, wenn mit mit R ben SRabin« bet 
Äugel bejei^nen; bet ^w^alt tint^ fol(i^en gJptamibc^en ift alfo 

oR 
3 

5)et 3n]^aH bet Angel befielet abet au^ n fol(^et gj^tamibt^en , ba 
jebem bet n gWt^enfindtiben; in »eld^e wit nnö bie ÄngelobetPc^e ge^ 
tl^eilt bauten, tin fol^e« im 5Dlittel<)nnfte bet Angel gi<)felnbe0 $9* 
ramibc^en entf^ptid^t. S)et Snl^alt J bet Angel ijl btmna^ 

•^ - 3 ' 
ba abet n.o bie ©efammtobetfldd^e bet Angel ifl, fo l^aben wit fnt n.o 
ju fefeen 43ri23 (§, 63), mithin l^aben wit fnt ben 3n|^alt bet Angel 

J= *ls^R^ . . . (1) 

obet, totnn wit fit sr feinen ßa^tnwtti^ bi« anf »iet SDecimaljteUen 
genau fe^en, 

J = 4,1887 Ä« (2), 

wofüx man 

J = 4,2 Ä» 
fe^en fann, totnn weniget ®enanig!eit etfotbetli^ ifh 
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aufgaben. 

1. Sie gtog ifl ber Kx^txli^t ^nl^att bei; jtugeln, auf toü^t ^ 
bie SlufgaBen in S- 63 be^ie^en? 

2. S)tt Stix^txixif)(ilt tintx jtuget ift 3 ^uBitcentimeter, »ie gro$ 
i{l i^t SRabiud r 

3. SBie t>iel (Scntimeter bett&gt ber Stabiud einer 6)>fiinbigen unb 
einet 12i)funbigen Äanonenfugel? (S)a0 f^pedf. ®e»t^t bed ©ugcifeu« 
ifl 7,2.) 



aipIjabelifc^eS @ac|)reg{jlcr. 
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@in grünbU^ed ©tubiutn ber 9latutmiffenf<^aften , namentlich abtx bet 
^^9jlt, ip, »ic »0^1 aUflnneitt onerfannt wirb, oi^ne. mat^cmotif(^e 
aSortcnntntffe ganj unmSgli^, imb ijon mancl^er Seite f^tx 1)6xi man 
bed^atb audi^ ben SDlongel betfelben bitter beflagen. 3)a nitn abet bocb 
bie Slat^emati! faft auf aOen i^A^eren ©(^ulanftalten Setttfd^lanbd einen 
loefentUi^en X^eil bed £eciiondpIaned bilbet, fo lann bet s>et^iltni$md$ig 
geringe (Srfolg bed mati^ematifc^en Unterriii^ted !aum in etmad Slnberem 
gefucbt n)erben, aU in ber unjmedmä^igen Srt, mie berfelbe ^&nfig er^ 
t^cilt wirb. 

S)er SJortrag ber mat^ematifc^en 3)idcipUnen wirb n&mlic^ Dielfac^ 
aUju abftract gehalten, xca^ bie naä^t^tili^t golge l^at, baf er nii^t nnr 
für bie SRaturwiffenftf^aften »oUfommen unfru(|>tbar bleibt, fonbern bag 
tx aud^ bei ben @(^ulern eine rneift firmer }u äberminbenbe 9lbneigun0 
gegen bad mat^entatifc^e ©tubium ^eroorruft. 

^luffaOenber 9Beife treffen biefe SSormurfe ^^orjugdweife ben geome^ 
iti\i^tn Unterric^^t, w&^renb Slrit^meti! unb Sllgebra ft(ib niei^ eined meit 
bcjfcren Erfolge« ju erfreuen i^aben. 

SDie matl^ematifci^en SSorfenntntffe, beren xaan für ein gebeil^lic^ed 
©tubium ber $|>9P* bebarf, flnb, »enn ed fl^ niä^i gerabe um bie 
f^mierigjien fragen i^anbelt, xotitx fe^^r umfangrei^) ned^ ^d^wtx jug&ng^ 
lt(^. (Sd bebarf nur )^er^iltni$mA§ig weniger aber flar Derftanbener 
Sä^e, welc^^e burc^ genugenbe Uebung üolüommen geiftiged Sigentl^um 
gemorben finb. 3)abur<^ ift nun ber 9Beg bejeic^net, »elfter beim matl^t? 
matifcib^tt Unterri^te befolgt werben muf , totnn er fruc^tbringenb f&r 
9Btffenf4^aft unb Seben werben foll. Sd l^anbelt j^^ barum, bie für ben 
logif(]^en S^f^n^tnen^ang, für bai^ ^t>xt\^xiiitn in l^S^eren mat^^emattfi^en 
Sidciplinen unb für bie practifc^^e Slnwenbung unentbel^rlic^en 38al^r^ 
itxitn mSgli^fl !(ar unb "onj^ixtbli^ gu entwideln unb burcb geeignete 



8etft){etc %\\i cinjufiben. Stitflcnb« wixti eine Ueberlabwng an SBlatetiai 
uub ein SSevlieren in ®))ecialttäten nac^t^eiliger aU beim matlbetnatif^en 
Unterrichte. 

3n biefem Sinne l^abe i6^ e« »etfu^t, bie »itl^tigflen (jeontettifd^en 
©iöciplinen ju bearbeiten, unb jwar in brei Sl^eilen, n&vxUä): 

1. 3Die Elemente ber ebenen ©eometric nnb Stereometrie; 

2. Sie (Stemente ber ebenen nnb f))^arif^en Zti^enof 
metrie; 

3. S)ie (Elemente ber anal^tifc^en ©eometrie in ber @bene 
unb im ataume; 

»eli^e itoax ein gufammengel^Briged ®än)ed bilben, Don benen aber boc^ 
auä) ieber einzelne 3!^eil für fic^ belogen tDerben !ann. 

I)ie beiben erfien Steile erfc^einen jeflenwÄrtifl in ^weiter Slnflage. 
S)ie erfle Auflage ber ebenen ®eometrie war im ^a^xt 1838^ bie erfte 
Stujlage ber 3!rigonometrie toax im "^af^xt 1839, freilid^ in etma^ man^ 
ßcli^afler 8lu«flattunfl, ju 5)armflabt erf^^ienen. S)ie barin befolgte ÜÄc^ 
tl^obe ^at fid^ bei bem geometrif^^en Unterrichte, n)el^er mir an ber 
8iealf(^ule ju ©ie^en biö ju meiner Sernfunö na^; greibnrg im Sa^re 
1844 übertragen war, \)ortreffli(i^ benjal^rt, inbem eö mir namentli<b 
gelang, ben B^ültxn ein lebl^afteö Sntereffe für ben ©egenflanb abjuge- 
»innen unb bie erfreuli^ften t?ortf(i^ritte gu erzielen. 

Sd ift weber für tin »eitere« gortfc^reiten in ber I^S^eren SRat^e^ 
matil no^ für <)ra!tif4>e anwenbungen irgenb einer ^rt genügenb, ba§ 
man bie geometrif^en SGÖal^r^eiten einmal erfannt unb »er^anben i^at; 
fie muffen burci^ erlduternbe ©eifpiele, bnrci^ pajfenbe Uebungen ju einer 
lebenbigen 8lnf^auung erhoben »erben, Oi^ne »elc^e tint freie 93er»en^ 
bung berfelben für bie ßwtdt ber ffliffenfci^aft unb be« ?eben« Doll^ 
tommen uumSglii^ ift. 

SBd^renb in bem Jjorliegenben ffierfci^en bie SDlaffe beö ÜRaterial« 
in bem oben ongebeuteten Sinne auf baö 9lot^»cnbigfte bef^rSnft 
»urbe, »ar iä) bemül^t, bie ^vorgetragenen Se^^ren audfül^rlid^ genug ju 
ent»ideln, um and) beim Setbftunterri^^te )u einem )voII!ommen ftaren 
SJerftdnbnifi fül^ren ju Wnnen, öorau^gefe^t, ba§ ber 8efer alle ßon^^ 
pructionö* unb gie(3^nung0beifi)iele mit Sorgfalt unb ®enautg!eit audfül^rt. 

gür eine lebenbige Slnf^auung flnb Sonftruction^aufgaben nac^ 
bejHmmten SWaagen burd[>au« unentbeH^rlici^, unb be^l^alb ^abe iä) pe aud^ 
in bem ganjen SBerfc^en Don Anfang an burcä^gefü^rt. 9lur bnr^ foldj^e 
älufgaben »irb ed möglid^, bei üntm jeben Safce lange genug gu öcr# 
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koetlen, um if)n bem ®ebi^tni§ gehörig einjupt&gen unb feine Sebeutung 
ind rechte %i^t ju fe^en. ©evabe biefe SonfiructiondaufgaBen flnb ed 
auc(^, wel^e itim Unterri^te bie rege S^^eilnal^me bed ®d(^äler0 ^ti^ex^ 
rufen unb bem Se^rer eine ßontrote barüber bieten, »ie »eit ber ©c^uIer 
in bad Serfiinbnif be^ fragli^en ®a^ed eingebrungen i^ 

Seim ®(l^ulunterrif^te m&ffen biefe Aufgaben menigflend tl^eUmeife 
na^ einem größeren üRaafflabe auf ber Zaftl au^geful^rt n^erben, mo«* 
m^ bann bie Abrigen btm l^&u^Iic^en gleige ilberlaffen bleiben (Snnen. 

Ueber bie einjelnenS^^eile bleiben nur no4^ n)enige 9emer!ungen 
}u mai^tn Abrig. 

O^ne in SSejie^tmg auf Slenbeui unb 3Reil^obe ätoa^ ju inbern, 
bat bie jweite ^xx^a^t ber ßlemente ber Oeometrie namhafte Ser^ 
befferungen unb eine wefentlic^e @reän}ung baburc^ erfal^ren, ba$ bie 
not^wenbigßen Seigren ber Stereometrie, »el^^e in ber erften Sluflage 
^axxi fe^tten, beigefujt würben. 

@in befonberer SSorjug ip ber neuen Sluf[age ber ©eometrie babur(|» 
gefi(^ert, baf bie Figuren nic^t aOein o^ne 93erglei(^ beffer unb beutU^er, 
fonbetn aucf» weit jal^IretiJ^er flnb, ald in ber erften ^n^d^t, ma^ S)or^ 
jiig^weife banger ru^rt, bafi ein großer Sl^eil inm leichteren iBerftänbnig 
mefentlic^^e %iQUxtn, welche in ber erften 9lu^age nur m^ übergroßer 
Sparfamfeit weggeblieben waren, nun il^re ®teQe gefunben l^aben. 

Durc^ biefe i^erbejferte auöjiattung, burc^ forgfältige Ueberarbeitung 
bed ZtxM unb bur(!b geeignete ^ludfäOung mancher SAden, welche bei 
ber frfil^eren Sluflage Iebig(i(^ bem mAnbti^en Unterrid^te äberlaffen waren, 
l^offe i^ bad i^orliegenbe SQ3erf<^en axx^ bem @elb{htnterrid|)te iugingli(i^, 
fo wie burc^ ein ))onft&nbiged f)}aragra))il^enregifter unb ein al]pl^abetif<^ed 
3nl^altd))erieid|)ni§ {ur leic^^teren Orientirung unb ixxvx ^la^^^la^tn 
geeigneter gemac^^t }u ^aben. 

ßur Slu^fUi^rung ber (Eonfbuctiondaufgaben ift tin 3!rand:porteur 
unb ein 3Raa§{tab nStl^ig. Um eine befonbere ^nfi^affung berfelben 
entbe^^rli^ }u matten, finb ben »@lementen ber ebenen ®eo« 
metrie« 3lbbrAde eined Xrand)>orteurd unb einer äRaaßftab^tafel auf 
fiirferem $a))ier beigegeben worben. 

^uc^ bie ©runbjuge ber ^Trigonometrie erf^einen, wie fc^on 
bemerft, in jweiter ^luflage, gwar t)erbeffert, aber ol^ne wefentli^^e ^en^ 
berung. ^ie trigonometrtfc^en Functionen i^abe i^ ald Linien, atö 
bie ®tiitn red^twinfeliger Dreiede beflnirt, in xotl^tn eine Seite ber 
Sangeneinl^eit gleic|^ ift, weit biefe S)efin{tion einfacher unb anf(i^auli(|»er 
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ifl atd bie anbere, mü^ »el^et fie aU Cmoiitttt jmeiet S^reieddfeiten 
bejeic^net wetbcn. S)ie Sinie ifl ein geometrifi^er Segriff, ber Quo« 
tient ift ed nic^t; bed^olb glaubte ic^ bie erdete ^Definition an b{e@))i(e 
fteflen, bie (entere aber erft aud ber 9ere<^nung ber Formeln re^^tmim 
fetiger Sreiede ableiten gu ttiäffen. 

Um bem ®^äler nic^t mit }wei ©c^mierigteiten auf einmal ent^ 
gegen gu treten, l^abe ic^ mä^ bie Sere<^nung trigonometrifcber Aufgaben 
im Slnfang o^ne Slnwenbung ber Sogaritl^men bur^gefü^rt unb kffe 
bie IBenut^ung ber Logarithmen etft bann eintreten, toenn bie Seigre )>on 
ben trigonometrifd|)en Functionen an unb fAr fi<^ Ilar unb geläufig ge^ 
morben i^. — {Rud bemfelben @runbe ^abe l^ au^ bie Formeln, melcbe 
}ur IBerec^nung ber fel^lenben ©tüde ebener unb fpi^itifc^er ^reiede 
bienen, erfl )?oQflinbig aud ber rein geometrif^en Setrac^tung enttDideti 
»nb erß f))iter, ganj getrennt )9on biefer erften @ntn}idetung, folgt bie 
Ummanblung ber Formeln, burcb wellte biefelben für logarit^mif^^e Ste«^« 
nungen bequem gemad^t werben. 

SBeil ed im Slnfang immeri^in einige @^mierigfeiten l^at, nad^ ebenen 
Figuren ftd|) gu einer richtigen ^nfd|)auung rdumlic^ec aSerl^Altniffe ju 
erl^eben, l^abe i^ ber fp^rif^en ^Trigonometrie bie d^'^nung ber üte^e 
beigefügt/ aud mel^^en bie ben beiben «i^auptfiguren biefer ^btl^eilung 
entfpre(^enben fdr)>erli(|)en SRobeOe lei^t l^ergefteOt tverben fSnuen. Wi 
«^ülfe biefer SRobeOe »irb wol^l bad 93erftAnbni$ ber cntfpre^euben 
(Sntmidelungen feine @(^wierig!eit me^r l^aben. 

S)er britte X^eil, bie anal^tif^e ©eometrie, erf(^eint jum erfteu 
ÜRale. 2l<^ ^^^ M ^Bearbeitung berfelben bemalet, bur^^ audfuj^rlic^ere 
9ef))re^ung concreter Q&Se unb bur^ @onflructiondbeif)>iele na^ gege« 
benen ßai^lenmerti^en bie l^ier neu auftretenben Segrtffe jugfinglic^er $u 
ma^en, ald ed gemöl^nlic!^ geft^tel^t. ^^ glaube namentli^ auf biefe 
3Beife eine Sräde gebaut }u ^aben, »el^e ben 8efer aber bie ®^mierig^ 
feiten l^inmegffil^rt, bie ft(^ i^m meifl beim eintritt in bad @tubium ber 
^öl^eren geometrif<^en Sidci)>linen entgegenfleQen. 

£)er anal9tif(|)en @eometrie ift bie 3eifbnung bed 9le^ed beigegeben, 
au^ Willem man bad fSr))erli4!e @d l^erftellen fann, mel^^ed bur^ bie 
4)ofttis)en S^l^eile ber brei (Soorbinatenebenen gebilbet mirb. 

grelburg, im ^ai 1859. 

3* 9Röflcr* 
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Bestimmung von Sinus und Cosinus durch geometrische 1 
Construction. ©c^nctbct man auf bcm einen ©ci^enfel CA eineö 3Bin!efö a, 



Stg. 1. 




gig. 1, ein @tud Ci^ af), welches ber 

Sängeneinl^eit gteic!^ ifl; fo ifi bad »on 

F auf ben onbern ©d^cnfel CB be^ 

2Bin!eW flefaUte ^erpenbiW Fö ber 

©inuö-be« äBiufeH a. I)ie ©nt^ 

fetnuttfl be« Scheitete C »on beut 

gu§»)unft G biefe^ qjerpenbifelö ift 

ber gofinud bed SBinfeU a. 

©ollen ®inud unb @o{inu^ tint^ 

SBinfeld bux^ßaf^Un auögebtücft »erben, fo xnu^ man fle mit berfelben 

gängeneini^eit meffen, wel^e man jur ßonpruction be^ @inu^ unb 6o^ 

ftnud atö Sangeneinl^eit angenommen \}attt, 

©^ fei j. ©. «iw. 350 but^ ©onftruction ju befHmmen, fo fc^neibe 
man \)om ®4>eitel an ein @tild CF ab, »elc^ed einem ge^nti^eiligen 
(etwa babifc^en) 3ötl fllcic^ ift; bae öon F auf ben anbern @(^en!el 
gefällte ^}er^)enbi!et wirb in biefem galle 5,7'" ober 0,57" fein, eö märe 
bemna^ 

5277. 350 = 0,57, 

Sei ber ju biefer ©onjtruction gewählten ©inl^eit fann man ben 
©inu^ fowo^I wie ben gojlnu^ nur biö auf Vi 00 genau flnben, »eil 
man mit ^ülfe beö 3ir!efö unb bee taufenbt^eiligen 2Jlaa§ftabee bo^ 
nur 6ie auf Vio i^tik, alfo bis auf Vioo ber gewfipen Längeneinheit 
genau meffen fann. 



S)te trigonotttetrifci^en Linien 



J&dttc man bad ©ecimeter gur ^dugenem^ett gewählt, fo l^atte 
man tci öc^^örigcr Sorgfalt bcn @inud unb ßojinuö bis auf brci 2)eci^ 
malflcHen genau finben fönueu; eö i^ätte ftci& ergeben 

«in. 350 = 0,573 

unb 

COS. 350 = 0,819. 

gür bie meiften gdßc reicht aber biefe ©ttimi^hii ni^i l^in. SQBtr 

»erben meiter unten SJlittct fennen lernen, ©inuS unb (SormuS bur(^ 

SRe^nung ungtei(3^ genauer ju beftimmen, atö eö bur(3^ S^it^^Hung mög^ 

Um ben S3egrtff öon ©inuS unb 6op>^^^^ ^^ff^'^ etnjuüben, conftruirc 



Sig. 2. 



90 8ü 




man, baö 2)ecimeter gur ©in^ett nel^:? 
menb, bie ©inuS unb SojlnuS i)on 
60,. 100, 150^ 200 u. f. ib. aller 
Söinfet öon 5 ju 5 ®rab bi^ ju 90», 
unb fteUe bie fo gefunbenen SQ3ert^e 
in tint ZaUUt jufammen. Tlan 
tann biefe (Sonftruction für alle SDBinfel 
an einer unb berfelben gigur au^^ 
fuhren, wie eö, ben ßoU jur @inl^eit 
ne^menb, in gig. 2 fiir bie SOBinfet 
20, 40, 60 unb 80®rab gefc|e|>ett ift. 

2 Tafeln der Sinus und Cosinus. Segeid^nen mir in gig. 1 ben 

ffiinfel CFG burc^ b, fo ift, nac^ ber obigen 2)efinition i)on ©inuö 
unb gofmuö eines SÖinfete, CG ber ©inuS unb FG ber (SormuS be§ 
ffiinfels b. CG ift alfo jugleic^ ber ©inuS s)on b unb ber ßoflnuS Don 
a, FG ift glei(3^jeitig ber ©inuS s)on a unb ber ßojlnuS t^on b, ober 
In ßtiä)tn 

sin, a = cos, b 

cos, a = 5272. b. 

©er Stufet b ift aber offenbar 90o — a, ober Ä— a, wenn burci^ 
E ber retä^te SBinfel bejeic^net »irb; e^ ift btmmä) 

sin. 8i> = cos. (jR — a) 
cos.a, = sin, (i2 — a). 
©0 ift j. iB. «m, 150 = COS. 750, COS. 15o = sin, 750; «m. 40« 
= COS. 500; 5f„, 450 ^^ COS. 450 u. f. ». 

©inb bemnac^ bie ©inue unb (Sojinua aHer aSinlet »on Oo m 45» 



icfannt, fo fcmit man baburÄ jugtcic^ au^ btc ©inu^ uub Sojinua 
aücr aSinfel i?on 45« bia 90». Die 3;afcln, in welchen mm btc nutnei» 
rtf^cn SBertl^e »on @iuu§ nnb (Soflnu^ jufammcngcjtcHt ^ai, Qtl)tn beS*» 
l^aCb au^ nur btö ju 45o. 3^re eintt^tuna ijt au^ beijic^enbcT JEafel 
crf!d^tli(^, weltä^e bic ©inu« unb gojlnuö bcr SBinfcl i)on 5 ju 5 Orab 
entölt. 2)te erfte 6otumnc bicfer «einen Safel enthält bie Orabgal^I 
ber öon 5« ju 5» fortfci^rcitenben SBinfel t)on 0» Wo 45», bie jweite bie 
®inm, bie britte bie gofinuä ber entfi)rcc^enbett SSinlet biö auf bret 
3)ccimaliMen: 





sin. 


COS. 







0,000 


1,000 


90 


5 


0,087 


0,996 


85 


10 


0,174 


0,985 


80 


15 


0,259 


0,966 


75 


20 


0,342 


0,940 


70 


25 


0,423 


0,906 


65 


30 


0,500 


0,866 


60 


35 


0,573 


0;819 


55 


40 


0,643 


0,766 


50 


45 


0,707 


0,707 


45 




COS. 


sin. 





libcr bcr gweiten fte^t be0:^atb sin., über ber brittcn cos. 2)ie stierte 
Kolumne mif)aü biejentge ©mbjai^I, wetd^e bie in gleicher ^o^t in ber 
erflcn (Soluntne pci^enbe gu 90» erflcinjt; biefe lefcte (Solumne ^ni^\i 
bemnad^ ijon unkn na^ oben, üou 5 ju 5 @rab wac^fenb, bie ©rabja^l 
ber äötnfel »on 45 bi^ 90 @rab. 3n berfetben Drbnung entptt bie 
britte 6oIumnc, unter welker sin. fte^^t, bie @inu0 ber SBinfel \)ün 45» 
U^ 900. 3){e (Sufinua ber SBinfet S)un 45o big 90« finben ^^ in ber 
jroeiten ßolumne, unter metc^er cos. flc^t, unb jwar ifl jebe 3^^^ ^^^^^^ 
(Solumne ber (Sofinug bea SQSinfete, weld^er in berfelben Jgyorijontalreii^e 
unb in bcr lefetcn Solumne jici^t. 

dla^ biefcr ©rflärung wirb c6 Icici^t fein, in obiger Safcl «tw. 40«, 
co^. 150, COS. 650, sin. 80o u. f. tt>. auftufuc^ctt. 

@ro§e SEafeln l^abcn eine ganj ä^nli^e ßinri^tung, nur folgen bic 



6 Die trigonometriftf^en Sinten 

äöinfel Don 10 ÜJlinuten ju 10 Srötnwtc«, ober »on SDltnutc ju aJliitute 
II. f. n). auf cinanber. 

Sei jröfierett ?Re(^nuttgen ift eg fe^r öortbetll^aft, gleich ben Soga^^ 
tttH^men jebe^ ©inu« unb gojlnuö auff^tngen ju fßnnen, be^^^alb i^ot 
man Slafetn entworfen, toetd^e bie gogartt^men ber @inuö unb (Soflnud 
enthalten. Um ben ?lnfänger aber ni(^t gleich mit bop^)elten @(i^»ierig? 
feiten gu über^ufen, ifJ e^ beffer, anfangt bie togarit^mifc^e aie(^nung 
noc^ gu oermeiben, unb nur folc^e Safein anjuwenben, in benen man ben 
<Binn^ unb ben ßofmu^ ber ffiinfel felbft, unb ni^t il^re Sogaritl^men 
flnbct. SBeil jebo(^ bie am meiften verbreiteten 93ego'f(ä^en S^afeln nur 
bie Logarithmen ber @inu^ unb (5oflnu6 enthalten, fo ift am ©d^luffe 
biefe^ 93uc|^ed eine S^afel beigefügt, wel^e bie ©inu^ unb 6ofmud ber 
aSinfet i)on lO' gu 10' enthalt. 
3 Interpolation. 3Jlan jle^t and ben Safein fomot^I al0 au^ and 

ber 3ei*nung, bag ber @inuö mit bem 3Bin!el i)on 0» biä 90» wäi^ft, 
unb jmar »Sc^ft ber @inu0 »on bi^ 1, wa^renb ber SÖinfel öon 0« 
bie 90® xo&^^i. 5)er Söac^öt^um be^ ©inua ijt aber ni^t bem SÖaci^g^ 
t^um beg ©infete i)roi)ortionol. SDBenn ein fleiner SBinfel um einen 
beliebigen SBinlel s to&ä)\i, fo ifi ber entfprec^enbe SBa^ötl^um beöSinuö 
größer, ald wenn tin größerer SBinfet ebenfalls um s gunimmt. SQ&^ft 
g. 33. ber SBinfet Don 5» um 16», fo ift ber entfpred^enbe Sai^gti^um 
be0 ©inuö größer, aU bie Sunal^me beö ©tnus, totnn man einen SGBinfel 
üon 75<> um 10^ wac^fen I4§t; ober mit anberen SGBorten, obgleld^ bie 
2)iffereng ber SBinfel 15» unb 5» gleici^ ift ber 2)iffereng ber SBinfel 85o 
unb 750, fo iji bod^ bie Siffereng sin. lö» — sin, 5» größer ate bie 
S)iffereng sin, 86^ — «mi 75o. 

SSeim eoflnua ift eö umgele^rt. 5)er goflnuö t)on 0» ift 1, ber 
goilnue i)on 900 {{j O; mä^renb ber 3Bin!el oon 0^ m 90» wd^ft, 
nimmt ber eofmuö Don 1 bie ab; biefe ^bna^me ip aber nid^t ber 
Suna^me beö Sinfete pro<)ortionat, jle ift für Heine SÖinfel am lang:* 
famften ; je größer bie SBinfel »erben, beflo rafc^er nel^men i^re ßoflnue ah. 

2lue bem ©efagten ge^t :^eri?or, baf ftreng genommen bie Differeng 
gweier in ben Safein auf einanber fotgenber ©inue fortwäl^renb nm fo 
me^r abnei^men muffe, {e me^r man fldb 90» nähert. SSetrac^tet man 
brei auf einanber folgenbe ©inuö ber Safein, fo mü§te ftreng genommen 
bie 5)iffereng beö lefeten unb bee mittleren Heiner fein, aU bie Siffereng 
bee mittleren unb bee erflen. 2)er Unterfd^ieb gweier auf einanber fol^ 
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flcnbet ©ittttdbiffctenjctt fSUt atct: mciflen« auf folcf^e 5)ecimalj}cnett, bic 
nii^t mif)t ieril(fjic|>ti(jt »erben. @o flnb §. S3, auf fec|>^ 2)ecimalflellen 
flenau btei auf einanbei: fotgenbe ©inud unfeter SEafel: sin. 7»= 0,12^.870; 
sin. 70 10'— 0,124756, sin. 7o-2(y =0,127642. 2)ie a)iffemij bed 
tnittleten biefet btrei ©inud unb beö w^r^erflel^enben Ifl 0,002886; tUn 
fo gtof ifl aitx aui^ bie 2)iffet:ettg bed mtttleren unb be^ testeten, ^iet 
flnbcn »u atfo j»ei auf etnanber folgenbe 2){ff erenjen fllei(|i, oigleic^ 
fit eö ftreng genommen nit^t fein Wunen. 3n ber JEl^at l^&tte man bie 
@inu0 i)on 7», 7oiO', 79 20' auf je^n 2)ecimaIfteBen genau Beflimmt, 
fo wörbe man bie fraglichen Dtfferenjen nic^t tatf)x glei(|i gefunben l^aben. 

S)arau0 folgt nuxif ba$, menn man nur fec^6 2)ecimaljienen itxvL& 
fi^tigt, oi^ne merHid^en geiler angenommen »erben fann, ba§ innerhalb 
jweier um 10' \>on einanber ^erfc^iebener SBinfelgrdnjen ber SOBacf^ötl^um 
be^ @inu« bem Sa^öt^um be^ SQ3in!el^ ^>ro^)ortional ift. 5)a sin. 7« 
um 0,002886 »d^jl, »enn ber SBinlel um lO' junimmt, fo »irb er um 
0,002886 X Vio/ «Jbc^ wm 0,0002886 june^men, totnn ber SBinfel 
\>on 70 um 1' junimmt. ^emnac^ ift 

sin. 70 1' = 0,121870 + 0,0002886 = 0,1221586. 
gerncr ift sin. 7o2' = 0,121870 + 0,002886 X Vio «• f- «>• 

9lai) biefem ^rtnci^) fann man ben @inuS tint^ ieben SÖinfete 
befiimmen, »elcij^er g»if(|^en j»e{ auf einanber folgenben SBBinfeln ber 
JEafet Hegt. (Sin folcij^e^ SBerfa^ren, 3»if^en»ert^e ju *erec|men, f)ti^i 
3nter<)olation. 

£)ur(^ eine ganj cil^nlic^e ^Interpolation tann man an^ ben@ofinud 
fot<i^er SBinfel flnben, bie jwif^en g»ei auf einanber folgenben ffiinleln 
bf r SlafeC liegen, nur barf batet ni^t überfeinen »erben, baß ber (Sojlnu^ 
abnimmt, wenn ber SÖinlel »d^ft. 

Umgefei^rt fann man ani^ bur^ 3nter^)olation ben SBinfet beftim^ 
men, ber ju einem ®inud ober ßoflnud gel^ört, ber ni^t unmittelbar in 
ben S^afeln ftel^t, fonbern j»if^en jwei auf einanber folgenben <Binn^ 
ober (Sojlnuö ber Safel liegt. (Sd fei g. 33. ber SÖinfel gu \ud)tn, beffen 
@inu^ 0,866324 ift. S)er nai^^ fleinere a;afeljlnud ift 0,866025 unb 
btefer gei^ört einem fflinfel S)on 60» an. J)er ndc&ft größere Xafeljlnu^ 
ifi sin. 600 10' = 0,867476; alfo bie S)iffereng beg n&^^ fteineren 
unb bed nd^ft größeren ©iuuö ber 5:afet ift 0,001451; unfer ©inuö 
ift aber nur um 0,000299 größer aU ber ©inu^ mi 6O0, alfo ift ber 
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fxa^li^t SBinlel um eine ^njal^l n ÜRinuten grSflei: atö 60o, bie ^^ }u 
10 i)er^(ilt wie 0,000299 gu 0,001451, alfo 

n : 10 = 299 : U51, 

wotau« folgt n = 2', . • • 2)ei: SOBtnlel alfo, »el^et ju bem ©inu« 
0,866324 gel^Srt, ifi 60o2'. ßut itc^nmtxtn 3rttet»)olatiott flnbel man 
l^&uftg in ben Xa^tln bie S)ifferenieu bei: auf einanbet folgenben @inud 
unb ßofiuud in timx Befonberen Kolumne beigefugt, fo ba$ man nicf^t 
erfl n6ü)iQ i^at, bie S)iffei:enien butc^ ©ubtraction gu fuc^en. 

6ö wirb flut fein, totnn betS^üIer nic^^t if)tt totiitx gel^t, aW bi^ 
er mit Sei^tigleit gu iebem beliebigen SQinfel ben ®inud unb Sofinud, 
unb ju iebem gegebenen ®xnn^ ober ßojlnud ben ©infel mittelfl ber 
Safein bur^ 3nteri)oIation fu^en fann. 

4 Die Smnine der Quadrate von Siniis und Cosinus, ©inu^ 

unb Soflnuö Hm^ fi)iten SBinfete bilben bie beiben Äat^eten tint^ xt6^U 
»inleligen Sreiedö, beffen J^ppotenufe gleich 1 ifi; baraud folgt 



unb alfo 



unb ebenfo 



(5iw.a)2 -j- (co5.a)2 = 1 

(sin. a)2 = 1 — (cos. a)2 
sin. a = yl — (cos. a)^ 

(cos. a)2 = 1 — (siw. a)2 



(1) 



COS. a = yl — (sin. a)2. 
3ji bemnac^ ber ®inn^ ünt^ SQBinfelS befannt, fo lann xaan feinen 
ßojlnud, unb ifi ber gofinud belannt, feinen (Binn^ berechnen. 

5 Berechnung der Sinus und Cosinus von SO^, 4S^ und BQo. 

3n gig. 3 fei 2(,acb = 60o, alfo ab bie Seite tint^ regelmäßigen 

©et^öedö. 3« ^^^ recl^tminfcligen 
a)reied acf ift offenbar 4: ac/= 30», 
unb wenn ac = 1, fo ift afz= sin.30o. 
äöenn aber ac = 1, fo ift au^ ab 
= 1, unb af = 0,5; c^ ifi alfo 

sin. 300 _ 0,5 
unb 

COS. 300 = Yl — 0,25 = V^ö^ 
= 0,866025. 
gjutt aber ifi sin. 30^ = cos. 60« 
unb COS. 300 = sin, 60», miti)in l^at man 
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sin, 600 ~ 0,866025 
COS. 600 = 0,5. 
2)er @inuS unb.bet gofirtuö eine« SOBinfeld öon 45o fuib efnanber 
glei^), bcnn »ie mir oben öefel§>ctt ^altn, tfl 5iw. 45o = cos, (90o — 45o) 
= COS. 450. 9tutt aber tft 

{sin, 450)2 ^ (C05, 450)2 .=i 1 

ober 



(5tn. 450)2 ~|- («m. 45o)2 — l 




2 (stn. 450)2 = 1; (^sin, 45o)2 = i/^ — 0,5 
S171. 450 = V^Ö^ = 0,707107. 

Berechntmg der Katheten rechtwinkeliger Dreiecke. Söenn 6 
in einem re^twinleltgen J)teied bie J&9potenufe unb bte fflthM befannt 

gtg. 4. flnb, fo fonn man mit »!&filfe 

bei: @inuö unb eofmud ber 
flegebenen aSinlel bie beiben 
Äatl^eten berec^^nen. 3n bem 
re^tminfeligen 3)i:eie(f gig. 4 
fei bie J&9^)otenufe CM mit S, 
bie eine Äat^ete: .JfiV^ mit K, 
bie anbete CiV mit K' unb 
ber bet ®tih K flegertuberlieflenbe SBinf et MCN mit a bejei^net. Denft 
man jjc^ auf ber .&9^)otenufe // einen ^ßunft F bejci(^net , welcher öon 
ber @^ifee bcg SQSinfelö a um bie Sfingencin^ctt entfernt tft, fijgit^ baö 
i>on F auf ^' gefÄDte ^per^jenbifel FG ber®inu6 unb CG ber^oflnu^ 
beö fflinfefö a. 3?ad^ ber 8e^re »on ber Sle^nti^f eit ber 5)reiede ift 
bemna(i^ 

1 : sin. Sb = H : K. 

8Cuö biefer ©lei^ung lit^ man 

JSr = irMw.a . (2) 

ober in SBorten: man txf)äU eine Äat^ete tim^ ret^twinfeligen 
©reied^, \x>tnn man bie J&9<)otettufe mit bem ©inuS beö ffiin^ 
fcH multi<)licirt, weld^er ber gefucij^ten ®eit$ gegenüberliegt. 
Pr //= 10000, a==30o, ift ^= 10000 . m«. 30o = 10000 . 0,5 
= 5000. 

SBenn H = 524, a = 64o, fo iji 

K = 524.5m. 640 = 524.0,898794. 
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3lu« bei: ^(el^nlWeit bei: J)i:eiede, giß. 4, folgt a*ei: au^ 

1 : cos, Sl = H : K* 

^^'"^ K* =1 H COS. a (3) 

b. f). in ffiorten: man finbet eine Äati^ete eined te^iminleligen 
^xtitä^, »enn man bie J&9|>otettufe mit bem gofinud be^ 
3Bin!e.U ntulti^licirt, meieren bie gefu(^te ftot^ete mit bet 
.&9<)otenufe bilbet. 

SBenn in gig. 4 //= 632, a = 27o, fo ift ^' = 632. co«. 27» 
= 632.0,891007. 

SBBenn iii einem red^twinfeligen 5)reiec{ bie J&9potennfe 628' unb 
einer ber beiben fpifeen SBtnfet 19» ift, fo ift biejenige Äatl^ete biefed 
^xtitä^, ml^t bem SöinW öon 19« flegcnüberiieöt, 628 sin. 19», bie 
anbete Äatl^ete ift 628 cos. 19o. 

3n einem icec|>tminfeligen SDreietf ift bie ^i^potenufe 6834', ber tint 
mnhl 230 35'; xoit grog flnb bie beiben «atmeten? 

3n einem anbetn rec^twinfeligen J)me(f ift bie ^9<>otennfe 0,732, 
bet tint ffiinfel 78» 15'; wie grog flnb bie «atmeten? 

Um baö ii^i)tx ©efogte no(^ mel^t einjnüben, mag folgenbeg Sei* 
fpiel bienen. 5)ie Jg^p^jotenufe be^ re^twinleligen ^ttitä^ gig. 5 fei 

gig. 5. mit C, bie Äatl^eten mit B unb ^ be^ 

jeic^net, bieSBinfel aber mit benienigcn 
grie^if^en ©u^jtaben, welche benSuc^* 
\tabtn ber gegeuüberliegenben ,®eiten 
etttfprec|)en,. fo ^at man 
B = C sin, ß 
A ^=1 C cos.ß. 
g&nt man ^on ber @:pi6e bed reifsten SinUtö ein fßer))enbilel auf 
bie J&9<)otenufe, fo ift biefeö offenbar 

p z= A sin.ß, 
©e^t man ben für A gefunbenen SQBertl^ in biefe @Iei(^ung, fo f ommt 

p z=z C cos,ß sin.ß (I) 

@d ifl aber auc^ 

p = B sin.a, 
©ubftituirt man l^ier ben oben für B gefunbenen ffiert^, fo !ommt 

p = C sin. ß sin,tt (II) 

S)iefcr SBertl^ ift aber offenbar mit bem hti (I) ibcntif^, benn 
sin.cc = cos,ß, weit bie Sßinfel ß unb « fl^ ju 90^ ergangen. 
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^m^ bad ^erpenbüel wirb bte ^l^^potenufe in {wei X^eile a unb 
b fletl^eftt, unb e« Ift: 

b = i5 COS. a = B sin, ß 
fubftitmtt man ffir 5 feinen obigen SDÖerti^, fo fonnnt: 

h = C (5tn./3)2 

ferner ifit 

unb totnn man ffir -/l feinen obigen Söert^ fefct 

a = C (C05. /3)2. 

e^ fei in objaem 5)reiecf C = 839, ber Sßinfel /3 = 340; wie 
gro$ ift Ä, A, p, a unD b? SBie grog flnb biefe ©tiitfe, mnn C=l 
nnb /3 = 670 tp? 

2)er SRabiuS eine^* Äreifcö fei 4«"», wie gro^ ift bie (Bdk ünt^ in 

blefcn Äreie befc^riebenen günfeds? 2ßie grog ift baö au0 bem aJlittct 

pnnH auf bie günfctf feite gefdHte «Perpenbifel? 

S)er SKittelpunlt^winfel in tinm günfed ift 72», unb bemna^ bie 

720 
l^albc gunfedfeite 4 X ^n. — ober 4 dn. 36o = 4 X 0,587785, 

bod ^er<>enbifeUaber ift 4 cos. 36» = 4.0,809017. 

3600 
2)er ÜRittcIpunlt^winfcl eine^ regelmdßigen n(S(fö ift ; barauö 

erfltebt flcf^ bie ^albe Seite eincd regclmagigen ngdö, welc^ed in einen 

3600 
Äreid t)om Siabiud r bef^rieben ift: r,sin. -z — ; ba« auf eine ®tiit beö 

3600 
n Gdd gefdDte ^ßerpenbifet ift aber r . co«. -r — 

Bereohntmg der Hypotenuse, ffiir ^aben oben ®lei(^ung (2) 7 

gcfeften, bafi K z= H sin, a, baraud folgt aber 

K 
H — — ~— r4^ 

5tn. a 

bad i^eifit in Sorten: man finbet bie ^9))otenufe eined re(^t^ 

minfeligen Sreiedd, wenn man bie eine ßat^ete bur(f^ ben 

(Binn^ bed SQBinfflö bitjibirt, welAer i^r gegenüberliegt. 

eg fei j. S. bie eine Äat^ete einee rec^twinleligen Dreied« 324, 
ber il^r gegenuberliegenbe SDÖinfel 620; wie gro§ ift bie ^^^jotenufe? 

SGBir l^aben aber oben, ®lei(^ung (3), anis^ gefunben, ba§ 
K* = // COS. a 
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barau« folat 

H=^ (5, 

cos.a, 

b. f). in SÖorten: man finbet bie .^ppotcuufe eiueö re(^t»infeU^ 
flen ^xtitd^, wenn man eine Äatl^ete bur^ ben gofinud beö 
SBinfeU bi\)ibirt, welken biefe Äati^ete mit bei: J^^^jotenufe 
einf^ließt. 

e^ .fei i. S. bie eine Äat^^ete etned tc(|)ttt)tnleli9cn S)reied« 27', bet 
SBBinfel, ben jle mit bet: ^9potcnufe bilbet, fei 38«; mie flrc^ ifi bie ^9^ 
potenufe? 

ga^t man bie beiben eben gegebenen Stegein jufammen, fo lann 
man fle fo au^brüden: ^an finbet bie ,§9^)otennfe eine^ re^twinfeligen 
S)reietfd, ti)tnn man tint Äatl^ete mit bem ©inuö beö gegenüberliegen* 
ben, ober mit bem ßoflnu^ beö anliegenben SQSinfete biöibirt. Slatürli* 
finbet man iebeömal baffetbe JRefuItat, weil ja ber ©inuS be«J gegenüber^ 
fte^^enben Sßinfele bem ßofinne beö anliegenben gleicij^ ift (§. 2). 

8 Berechnung der Winkel eines rechtwinkeligen Dreiecks, 

au« ben ©leic^ungen (2) nnb (3) folgt auc& 

sin. B. = — *. . . . (6) 

COS. a = -TT (7) 

bad i^ei^t in SSorten: wenn in einem rec^twinfeligen £)reied bie 
brei ©eiten belannt finb, fo finbet man. ben ©inuö eine« ber 
fpi^en Söinfel, wenn man mit ber ,§9^)otenufe in bie Äat^ete 
bi\)ibirt, wel^e bem fragli^en SBinfel gegenüberliegt; ben 
ßofinuö eine« ber beiben fpifcen SBinfel finbet man aber, »enn 
man mit ber »&9^)otenufe in bte anliegenbe Äatl^ete biijibirt. 

6a feien j. 53. bie beiben Äat^ctcn txnc^ red^tminfeligen 2)reiecf« 
3 unb 4, fo ift befanntlic^ bie .g)9potennfe 5. S)cr Binn^ be« SBinfel« 
a, welker ber Äatl)ete 3 gegenüberliegt, ift Vs; b« ßofmu« biefe« SBin* 
fei« ift Vs- 6^ ifi <tber Vs iugleic^ ber Sinn« be« SBinfel« b, welcä^er 
ber ©eite 4 gegenüberliegt, unb Vs ber ßoflnu« biefe« SBinfet«. 

S)a nnu ber ©inu« unb @ofmu« ber beiben ^pii^tn SBinlel belannt 
flnb, fo finbet man Ui^t bie entfjjre^enben SEBinlel felbft mit j&ütfe ber 
Safein. 6« ift 

sin, a = Ys = ^ß' 



uttt) if^te tt>i(|ytt9flett Sejtel^ungett* 
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©et nd(|)fi Heinere ©tnuö, »el(|)eic fl^ in ben leinten angel^dngtctt 
tafeln flrtbet, tji 0,599489 unb btefer gehört einem äBlnfel tjon 36« 50' an. 

^tx na^ft größere ijl 0,601815 unb biefer %tf)6ti tinm SQBinfet 
i>pn 370 (tu. 2)et gefuc^te SQSinfel liegt alfo jmlf^en 36» 50' nnb 37o. 
9laä) bem in §. 3 an^t^thtutn äJerfal^ren fann ber SBinfel Qtnan it^ 
{Itmmt werben. 

gö fei 15 bie .g)9p'otenufe, 4 bie Sta^f^th eine^ rec^twinleligcn ^xtu 
td^f fo ifi Vi5 ber @inud bed fflinfeB, welker ber Äatl^ete 4 gegen* 
überliegt, unb ber goflnud be« SBinfelö, »elc^ien biefe Äatl^ete mit ber 
^9<)otenufe Wlbet. e« i|i Vi5 = 0,26666 ... wie groß finb bemnad^ 
bie Beiben fpifeen ffiinfel beö fraglic|>en 5)reie(f§? 

Sinus und CosiUuB der Summe zweier Winkel, ^twn ®inn^ 9 
unb (5ofinu§ jweier SQ3in!el a unb b befannt flnb, fo fonn man ben 
@inu0 unb ben (Soflnug ber Söinfel (a + b) unb (a — b) htit^ntw, 
unb §war mit J&ulfe einiger gormein, bie fogleicij^ entwitfelt werben foHen. 

3tt Stg- 6 flnb bie 2öin!el a unb b fo gufammengefteDt, ba§ fle 
tintn ®(^en(el CM unb ben ©Beitel gemeinfc^ctftli^ l^aben, unb baß bie 



»ig 6. 




G 



©d^enfel CA unb CB einen SBinfel 
mit einanber ma^en, welker ber 
©nmme ber SQ3in!el a unb b gleich 
ift. Sejet(|)net man auf bem <S^enfel 
CA bed SQBinfete b, welker ben 
Beiben äOBinleln a unb b ni(^t ge* 
meinfd^aftli^ ift, einen qfunft i^ fo, 
baß CF = 1, fo iji baö \)on /^ 
auf C5 gefäDte ^er^jenbifel 



FG = sin, (a + b). 
gerner ift bag i)on i^ auf ben ben SDÖinleln a unb b gemcinf(|)aft^ 
liefen ®^en!el gefatlte ^erpenbifel » 

D F •= 8in,h 

unb alfo au^ 

CG = CO«, (a + b) 

CD = cos.h. 

gdDt man nun \)on D ba« gJer^jenbüel 2?// auf FG, fo wirb 

babur^; i^G^ in jwei 3;:^eile getl^eilt, unb eö iji 

sin. (a + b) = öir + fi-i^. 

(So lommt nun barauf an, bie Beiben ©tude GH unb HF ju 
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beregnen. 6« i^ offenbar HG = DN; VN aber ift bie eine Äat^cte 

bc« ret^twinfeliften I^retedd Cl^iV, foIgUcI^ ift DN = CD . dn.B, 

(§. 6); ba aber Ci? = co^.b, fo ifi 

Gn= DN = co8,h wn.a. 

S)er Sffiittfel /i/^jD tft ober fllet^^ bem jäBtttfel a (®cotnetric %. 8), 

fotflli(|^ ift FH = FD,co8, a; fcfet man für 7>F feinen ffiert^ sin.h, 

fo fommt 

HF = «tw.b CO«, a. 

©e^t man nun enbli4> bie gefunbenen SBertl^e »on HF unb -fiTö 
in ben SBert^ s)on «w. (a -|- b); fo Jommt 

51«. (ä -|- b) = sin. a co«. b -(- **^« b ^<^^- a . . . . (8) 

2Bir woDen biefe gormel anmcnben, um sin. 75o gu berechnen; 

750 = 450 + 300, mithin ift sin. 76o = 8in. Ab^X^os, 30o-f mw. 30« 

X COS. 45, unb totnn man für «m. 45^, cos. 45®, «tn. 30® unb cos. 30« 

bie oben in $. 5 fc^on berechneten äBert^e fe^t, 

sin. 750 = 0,707107 X 0,866025 + 0,5 X 0,707107 = 0,965926. 
au« berfelben gigur lägt fi^ ani) ein SBert^ für cos. (a + b) 
ableiten. 

CG = COS. (a 4- b) = (7JV — GN. 
aud bem 3)reie(f CDN ergiebt ^^ 

CN = CD . C05. a = COS. b . co«. a. 
6d ifi aber ferner 

GN = HD == jPD . sin. a = «/n. b . sin. a. 
©efet man biefe SBertl^e öon CN unb GN in ben ffiert^ »on 
CO«, (a -f- b), fo fommt: 

COS, (a -|- b) = COS. a co«. b — sin. a «». b . . . . (9) 
nac& biefer gormel ift alfo 

COS. 750 = cos, 450 COS. 300 _ sin. 45o «tn. 30o. 
£)er ©c^üIer fu)^re biefe 9te^nung aud unb 9er|[ei^e bad 9tefultat 
mit bem in ber' angefügten Safel fte^enben SBert^ »on cos. 75o. 

10 Sinus und Cosinus der Differenz zweier Winkel. 3(uf A^n^ 

lic^e SGBeife t&fit ^i) ani^ sin. (a — b) unb cos, (a — b) beftimmen. 
e« fei in gifl. 7 ^iJlfC^ = ä, 4:1/(7^ = b, fo ift S^CB = 
a — b. S)er @(|^enlel JlfC iji ben beiben Söinfeln a unb b gcmeinfc^aft^ 
li^. Sejei^net man auf bem ®^en!et CA be« SBinfel^ b, melier 
ben fflinleltt a unb b nic^t gemeinf^aftli^ ift, einen ^ßunft F, fo ba§ 
FC = 1, fo iji ba0 gJer<)enbifcl 



uttt) tffre wic^tigjlen Sejtef^ungett^ 
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FG = sin, (a — b) 
CG = cof(, (a — b) 
FD = svn.h 
CD = cos.h. 

put mm ftxntx S)ott F dn ^ßer^jenbifct FH auf DN, fo ^rtt man 
gig. 7. Fö = HN = DN - DE . (I) 

J)a aber 
D JV = (7jD . sin. a = co5. b . sin. a 
unb 

DU = DF.cos.Si = sin.h , cos, Sif 
fo ift enbti^, wenn man für FG, DN 
unb I?£r i^re SBert^e in (I) fefet, 
5iw.(a — b) =sin, a . cos,h — cos. a «iw.b (10) 
-B ^a^ bicfet gormel ift 

sin. 150 =-= 5i^. (450 — 30o) = 
sin. 450. CO«. 300 — gi^^ 3O0 cos. 450: 
2Ratt fefec l^icr für sin. 45o, co«. 45o, sin. 30« unb co«. 30© bic 
ohtn gefunbenen SBertl^e unb fu^re bie 9te(^nung m^, fo wirb man 
einen mit ben S^afcln übereinftimmenben SBÖertl^ flnben. 

9lun »oHen wir ju ber ©erecij^nunfl i)on cos. (a — b) ßberge^en. 

3n gifl. 7 ifi 

• COS. (a - 

cd ifi aBer 

CN = CD COS. a = cos. b co«. a 
unb 

^G = i^fi^ == DF 5171. a = «w.b sin. a 

CO*, (a — b) = C05. a co*.b -f- mw. a sin.h . . . . (11) 
5Wac|> biefer gormel ifi 

COS. 150 = C05. 450. 005. 300 j^ sin. ^5^. sin. 30o. 
a5ie Stt^nnni *P au«iufü:^ren. 



b) = C7G^ = CJV + NG 



alfo 



Entwickelung weiterer Formeln. L ©e^t man in @Ui(^ung 
(8) b = a, fo fommt 

sin. 2 a = 2 sin. a C05. a (12) 

auf biefelbe 2Beife crl^äö man an^ mü^un^ (9) 

COS. 2 a = {cos. a)2 — (5m. a)^ (13) 
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16 ©ic trigottotnetrif^en Sttttcn 

©efct man in tiefet legten ®Iei<^ttnfl für co». a« feinen ®ett^, 
1 -— («n.a)2, fo fommt 

COS. 2a = 1 — 2 (5in.a)2 (14) 

unb wenn man in ©Icic^nng (13) fnr (ww. a)« feinen SQ3ert^ 1 — (cos.&y 

fefet, COS. 2 a = 2 (co«. a)« — 1 (15) 

n. ©ummirt man -©leit^^ung (8) unb ©leic^ung (10), fo fommt 
sin. (a -f- b) 4" **^- (ä- — b) = 2 5iw. a . co*. b (a) 
3ie]^t man ©lei^nng (10) S)on ©leic^nng (8) ai, fo fommt 

siti. (a r-|- b) — sin. (a — b) = 2 cos.sl. sin.h (h) 
©e^t man in biefen ©teici^ungen a -{-h = m unb a — b = n, 



fo tfl a = — g — unt b = -— ^ — , unb wenn man btefe ®ert^e 

\>ott a unb b in bie ®Iei(^ungen (a) unb (6) fubflituirt, fo eri^dlt man 

sm. m -f- stn, n = 2 sin. ^r- . cos. — . (Ib) 

o m -\- n . m — n -_ 

sxn. m — svn. n = 2 cos. — ^ ,sin. ^ — . (17) 

ni. ©ummirt man bie ®Iei(^unflen (9) unb (11), fo fommt 
COS. (a -[- b) -f- COS. (a — b) = 2.co.9. a.cos.b 

unb 'wenn man \nx a unb b il^re SQSertl^e *^ "^ - unb — ^ — fe^t, 

CO«, m -|- CO«, n = 2 co«. ^ ,cos — — ^ . (lo) 

Stellt man bagegen bie ©lei^ung (9) i>on ©leic^unj (11) ab, 

fo fommt 

cos, (a — b) — cos. (a -|- b) = 2 sin. a . sin. b 

unb votnn man für a unb b i^re obigen SBertl^e fefet, 

^ . wi -|- w . m — n 
COS. n — COS. tn = z sm. — ^ .sin. ^ — . 

Confltruotion der Tangente. SSejeid^net man auf bem einen 
©^enfel CB tint^ SOBinfefö a, gig. 8, einen ^punft i2, bei: um bie 
Sängencin^eit »)om ©cj^eitel C entfernt tji; errietet man alöbann in 
R ein g}cr<)enbi(el, fo l^ti^i ba^ gwif(|)en bcibe ©c^^enfel fattenbe ®tu(f 
RS biefed ^perpenbifeld 3;anflente beö SBinfeU a. 

3uic Uebunfl conftruire man tang. 10», tang. 19^, tang. 36<^, <an^. 
45<>, fa?j^. 540 u. f. w. 

SBenn bet: SQ8infet ift, fo ifl feine Xangente ebenfaE« 0; mit 



ttnt> if^re wicf^ttgflen Sejie^ungeit. 
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»ad^fenbcm SQ3tn»eI mac^fi anä) bieXangente; flc mrb = l für a = 45o, 
beim in biefem gaD ift in gifl. 8 jeber bcr bciben f^)ifcctt ffiinfel be^ 



«ig. 8- 




2)reicdö CBS glctc^ 45o, baö5)i:eietf 
, felbft mug atfo ein flleic^ft^enleHgeö 
fein, folglich ift für btefen gatt Cß 
z= ES = 1. ^a^ a über 45« 
l^inauS, fo »d^fi tang.B, fortwd^:^ 
renb, bi^ enbli^'für äntn u^kn 
SBinW bie 3:onflente unenblid^ 
wirb; benn wenn a ein rechter fflinlel 
ifl, fo Wuft ber ®^en!et CA mit 
bem in R errichteten 5per<>enbifet paraOet, baö in R erric|>tete ^er^)en^ 
büel fann miti^in niemals biefen ©^enlet bur^fd^nciben. 5)a6 in R 

erri(|tete fperpenbifel ifi burc^ biefen ©c^cnfel ni^t begrängt, ober mit 

« 

anberen SQBorten, eg ift unenbtic^. 

Die Tangente wäc^ft ni^t in bemfelben äJcr^ättntB mie ber SQ3in!eI. 
SBenn ber SSinfel »on 0» an »di^ift, »d(t>ft bie Sangentc anfangt lang* 
fam; bann fcij^neDer nnb fc^neHer, ie mc^r fl(^ ber Söinlel einem regten 
näl^ert. Sied tann man mit anberen Sorten auc^ fo auöbrüden: totnn 
man irgenb üntn fflinlel a uxa tintn SBinfel h wad^fen Iä§t, fo ijt ber 
entf|>rec^enbe SBac^^tl^um ber Slangente nm fo größer, \t näl)er a einem 
testen ©infet ift. Sagt m(kn j. S. einen SBinfel S)on 70» um lOo 
»ac^fen; fo ift ber entfprec^enbe Söac^ötl^um ber Slangente größer, afe 
wenn man einen SÖtnlel »on 20^ nm 10^ wac^fen lie§e. 

Construction der Cotangente. errietet man im ©cij^eitel C beö 13 
SBinfeld a, gig. 9, ein $er|)enbifel auf bem ©c^enfel CB^ fo ift ber ba* 



gig. 9. 




aWiiIIer, ebene unö fpl)artf(f>c Srigonometrie. 



bur(^ entfte^enbe SD8in(el b ber 
@rgänjung^n)in!el ))on a, alfo 
A. a -|^ b = 900. sjjiat^t, man 
auf biefemq?er^)enbilel Cr= 1, 
jiel^t man bann burcl^ T eine 
Sinie |)arallel mit CB, fo ifi 
baa @tü(f TV berjelben bie 
Slangente be^ SQBinfete b. a)ie 
Sangente be« 'förgdnjungöwin* 
leleb fu^rt aber au^ ben Flamen 
ßotangente »on a, ed ift alfo 

2 
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Die trigonometrif^en hinten 



cotang.Si = tangj (R — a). 
@o ifl J. ©. ton^. 30» = cotang, 60», ^anjr. 18» = cotang. 72» u. f. ». 
e« rei^t beölbotb i^tn, in ben JEofeln bie S^anöenten unb Sotanflenteii 
bet SBtnIcl »on 0» Wo 45» einjutragcn. 3n ©ejiei^wnfl auf btc JEan^ 
flcnten. iitib Sotanjcntcn ifl bie ßinri^tung bcr Safcln biefclbe, bie »it 
oben für ©inuÄ unb ßojlnud fennert geternt l^aben, eö ift beöl^alb l^iet 
feine »eitere eriauterung nöt^ig. 

2)ie ßotangente eiueg SGBinfefö öon 0« ifi unenblic^; mit wac^fen^ 
bem äßinfel nimmt fie anfangt raf^^ bann abet um fo langfamet ab, 
ie mel^r ber ffiinfel fl(^ 90o ndl^ert, für 90« enblic^^ wirb jle ju ««uH. 



14 Belation zwischen Sinus, Cosinus» Tangente und Cotangente. 

3n gifl. 10 fei CR — CF = 1, FG unb ÄaS rec^twinfelifl auf CR, 



?ft0. 10. 




fo ifl (7& = co5.a, F6r = «in.a, Ä/S 
= tanglou Wlaxi l^at aber offenbar 

CG i GF = CR : i25, 
ober »a^ baffelbe iji 

C05. a : sin, a = 1 : tang, a, 
unb baraud 



tang.B, = 



am. 3, 

_ 

COS.B, 



(19) 



9la^ bicfer formet fann man bie Slangente eine« SBinfett ^erec^^j 
ntn, wenn ®inu« unb (Soflnua beffetben befannt flnb, fo ifl j. ». 

«m. 300 0,5 



tang. 30» = 



= 0,577350. 



cos, 300 — 0,866025 

3n gifl. 9 finb bie beiben Srcierfe CRS unb CTV S^nlic^, b^nn 
e0 ift leicht ju geigen, ba§ SQBinfel CSR = b unb SBinlel CVT=b. 
ift «u« ber ae^nli^feit btefer 3)rctede jie^t man aber bie 5proi)OTtion 

CR i RS = TV i CT 



ober 



»oraua folgt 



1 : tang,A = cotang.B, : 1, 



cotang, a = 



2)emna(^ ift 

cotang. 30o = 



tang.a, 



(20) 



(««(7. 30» - 0,577350 — l'^^^OSl. 



unb t^re toic^ttgflen 8e$ie|)ungrn. 
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©cfet man in ©leid^ung (20) für ^angr. a feinen SBert^ ^ 

008, 8i 



cotang.SL = 1 : 



«in. a 



C05. a 



, fo fommt: 
. . (21) 



COS. a ^n. a 

eg iß mitl^in au<^ 

oAn C05. 300 0,866025 - ^««ari 
cotona. 300 = _, — ^ = ^ ^- — = 1,732051. 
^ 8in. 30® , 0,5 ' 

Tangente der Summe und der Differenz zweier Winkel. 15 
©en SGBettl^ öon <angr. (a + b) finbet man auf folgenbe SBBeife: 

, , ^ sin. (a + b) sin. a cos. b + «m. b cos. a 

tofWf. (a + b) = y p-rr^ = '—^ — ■ : ^— T-? 

^ C05. (a -f~ b) C05. a co5. b — sin. a stn. b 

biJJtbirt man 3*^1^'^ wnb Stenner inxf^ cos.sl cos.h, fo fommt 



tang. (a -|- b) = 



sin.Si ^^ sin.h 
cos.a, ' cos.h 



1 — 



sin. a sin. b 



CO«, a ' CO«, b 



unb baraud enbli(^ 



.a.^.(a4-b)= 1 _%,„;, ,I^.b • ■ • - (.22) 

auf Ä]|^nli(|)e aOSeife finbet man tang. (a — b): 

, ^ sin. (a — b) 
tang. (a — b) = 7 



«?w. a CO«, b — «2w.b CO«, a 



COS. (a — b) cos. a cos. b -)- «iw. a sin. b 
unb boraud 

, ^ tang. a — tang. b 

tono. (a — b) = -r: — i^— 7-^ — T- .... 

^ ^ 1 -{- tang.SL tang.o 

Anwendung der Tangente bei der Berechnung reehtwin- 16 
keliger Dreiecke. SBBenn in einem {ec^t»in!eligcn 2)reicd eine Äatl^ete 



(23) 



«ig. 11. 



unb bct Söinlel belannt if>, 
welt^ei: beic unbefannten 
Sat\)ttt gegenuBei'ttegt, 
fo lann man mit «l&ulfe 
bei: Xanitntt biefeö SQ3{n# 
UH bie fel^lenbe Äat^cte 
berechnen. 3n bem rec^t^ 
winfeligenSDteiecf CNM, 
gig. 11, fei bie Äatl^ete 
H? ttttb bet SBinfet MCN = a befonnt. Denft man fl^i auf 10 cintn 

2* 




20 Tiie trtgonomffrtf^eti 2inien 

'^nuHM bejei^inet, bejfcii @ntf»nung oDtt bcm «Si^ttttl C bee 3Sinfe!3 
a glfi<li 1 19, uiib in R ein q^ei^ititbifel iZS ereiltet, fo i^ biefeS $«= 
ptnbilcl tang.a.; man 1}ai tvegen bet 9(e^nU($(tit btr Sieicdc 

1 : t<mg.& ^ K' : K 
unb baiaue 

£ ~ i? lang, a (24) 

bsd ^ti%i init Iffiotttn: man finbct bif eine ßat^tte ttutä Tec^t« 
ntiiittUgen S)reltdä, rarnn man bit anbeit Äat^ett mit ber 
Xmigente beajeniatn ffiintels mullii>Iicirt, melf^et bet ge« 
fugten Aat^etc gegenüttttliegt. 

Seif))iele. 1. Sie eint Antrete elneg teciftivinteligen X)mede fei 
327', ber Sinfel, ben {le mit bet ^piiotemife Bilfaet, fei 25o; nie flwg 
ift ble anbete fial^ete? 

2. ISienn ein Stubaditeir 156' »dt »on einem 99(iumc entfernt iß, 
wenn fein Äuge 0, gig. 12, 5' fiber bem Soben fi* befJnbet, «nb bie 
gtg. la. 




bur^ bad !t(uge nai^ bem ©ipfel beS 93aume3 geei^tete ®ecabe einen 
SInfel oon 360 „ü b„ („jriiijntaten ®6ene innt^t, bie >giflt)e befl ÖaiimeB 
ju betet^nen. 

3. I)er edwinfel eine« regelmäßigen ^tünfedö ifl fcefnnnttiift 

^■^^- -"""■ = '/.»!.= 108«. 
5 ' 

Sentt man jic^ »on bem 3n{ttel)}ntitte einen Sfabiuö n<ii^ einem @d ge* 

jogen, fo ^albitt er ben Sünfedäuintel , biefer Siabiue mai^i alfo mit 

ter gfinfeöäfeite einen SßJlnfel oon 54o. göOt man nun »on bem3JHttetj 

punlte ein Sßetpenbifel p auf bie gilnfetfsfeite S, fo entfielt ein re^t^ 



unfc i^re w^tigflen SBejicf^ttttgett. 21 

»infeliflcö 5)reic(f, beffen J&9<)otcttufe bet Slabiu«, bcffen eine Äat^ete 
bie f)alit gfinfetf^felte S.y^, unb beffen anberc Äattcte ba« ^ttptnbitti 
p ifi. J)er SBinW, welcher bem ^ttptniiUl p fleflenübcriiegt, ift 54», 
man l^at bemna^^ 

2? = — . <aw^. 54^. 

5)a nun ber l^albe Umfang bed günfed^ -^ tft, unb man ben^ä^ 

Aeninl^alt J bcd teflelmd^iflen gunfed^ n^Uf wenn mau ben falben 
Umfang mit bem ^tiptnhihl p muttiplicirt, fo etfltett fi^ 

J^ = ^ . I . fang, 54o == ß/^ S^ . tang, 54o. 

aSte fltoß iji bet numerifi^e Sffiert^ »on J, wenn S = 2,7"? 
£tti^ ganj i^nli^e Setra^tungen er^It man allgemein ben ^n« 
^att eined vegelmd^igen iSieledd von N Seiten. 



J = 



iV.S S ^ /2JVSR. — 4aj.\ 
T • 2" • '''"^- V 2W ) 



5)eic @(3^ülei: barf nicftt cl^er XQtxitx ge^en, al^ biö er fic^ öottjldnbig 
öon ber SRi^tigfeit biefer formet flberjcugt \jq\, ©cfet man j. S. in 
biefe gormcl TV = 10 unb aS = 9", fo erhalt man ben Sn^alt eine« 
regelmäßigen 3e^ned6, o^w. welkem jebe Seite 9" lang iflt. 3Bie gro§ 
ifl berSn^alt t\Xit% regelmäßigen 3»ölfedö, wenn jebeSeite 3,5' lang ijl? 

au0 ber @lei(^ung K =±: K' tang.Si folgt: 

<angf. a = -^ (25) 

baö l^eißt in SBorten: man finbet bie Tangente tint^ SGBinleU 
in einem reAtminfetigen 5)reietf, v>tnn man bie biefem Söinfel 
gegenüberliegenbe Xai^tit bur(^ bie i^m anliegcnbe biöibirt. 
äBdre ). 93. in einem rec^tmin^eligen Sreied bie eine ^atl)ete 4, 
bie anbere 3, fo ift bie Slangente be« SÖinfel«, welcher ber Äat^ete 3 
gegenüberliegt, ^4 = ^r'^^- ©uc^t man biefe 2!angente in ben Safeln, 
fo finbet man ben jugei^örigen ffiinfel. SQ3enn fi(^ ber bered^nete ffiertl^ 
ber Slangente nic^t unmittelbar felbft in ben Slafeln finbet, fo finben fid> 
bo(^ gmei ©rängen, jmifc^en benen er liegt, unb man tann al6bann ben 
SBinfel felbft burc^ eine einfache Snterpolation (§. 3) bejiimmen. 

Die trigonometrischen Linien im Kreise, «^äuftg merben bie 17 
trigonometrifc^jen Linien auf folgcnbe SBeife befinirt: 
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S)te trtgonometrif^ett Sinten 




Sielet man in einem «reife, beffen •!&albmeffer flW4> 1 ifl, gwet 

aidbien CF «nb CA, gig. 13, bie einen Sßinfel a mit einanber ma^en, 

8ig. 18. fo i^eijt ba« »om (gnbpunft F iti einen 

Siabiuö awf ben anbern gefällte ^tx)ptn^ 
bilel FG ©inu« beS SBinf^W a, cd aitx 
ber ßofinn« beffclben. 

3ie]&t man in iZ eine Serü^renbe an 
ben Äreiö, fo ift baö @tücf berfelben, wel^ 
^eS jwiff^en iü unb ber aSerldngerung be« 
^albmejferö (72^ Hegt, bie Slangente be^ 
SBlnfete a. 2)ie Sangente beö aöinfel«, 
we^e ben SQBinfel a ju einem regten ergfinjt, i^ei^t ßotangenfe beö 
ffiinfete a. 

anan n)irb fid^ leicht überjeugen fönnen, ba^ biefe ^Definitionen ^(fy 
ni^t im SQBefentUc|)en öon ben oben gegebenen unterfc|)eiben. 

ßonfhuirt man in einem Ärcife, beffen Stabiud nic^^t 1, fonbern 
10000000000 ift, ginicn, »e^e ben trigonometrif^en 8inien entfpre^en, 
fo finb {ie naturlid^ gei^ntaufenb SDtiQionen mal größer aU bie in einen 
Äreiö conftruirten, beffen ?Rabiu§ 1 ift. ®o ift j.». Mn.36o= 0,587785, 
unb bie biefem ©inu^ entfprec^enbe, in üntn Ärcid öon einem Slabiuö 
glei4l 10000000000 conftruirtc 8inie ift 5 877 850000. (J)ie legten öier 
mit ausgefüllten ©teHen jinb natürlich nic^t genau.) S)er 8ogarit^me 
biefer festeren 3^^I tf^ bemnadjj auc^ um 10 größer, aU ber 8ogariti^me 
öon sin. 36«. 3n ben meijlen logarit^mift^ trigonometrifc^en Slafeln 
finbet man alfo nic|)t bie Sogariti^men ber eigentlichen trigonometrif(|)en 
Linien, fonberji bie Logarithmen berjenigen Siuten, »et^c, bem ©inu«, 
(SojlnuS, ber Sangente unb ßotangente entfprec^enb, in einen Äreid con^ 
ftruirt flnb, beffen 3«abiu0 10000000000 i)^ 



lg Seoante, Cosecante und Sinus Versus. SiS j;e^t mar nur ))on 

ben i)ier trigonometrif^en Linien bie Siebe, wet^e jl(!^ in ben JEafeln 
flnben, ndmiidjj »om ©inuö, öom 6ofinu6, ber Slangente unb ber 6o^ 
tangente. 3Öir i^aben nun noc^ einige anbere trigonomctrifiij^e Functionen 
ju betrachten, welche jwar weniger oft bei praftifc^en [Rechnungen öor^ 
fommen, bereu man fid^ aber oft jur SSereinfa^ung {ufammengefe^ter 
gormetn bebienen fann. 

£)ie ©ecante bed Sinfeld a ift bie .^ppotenufe CS bed rei^t^i 



unt) if^re tt)i^tigjlcn Sejief^ungen. 
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»inlcliflen S)reled«J CÄiZ, gig. U, bcffcn eine Äat^ete CR gleich 1, 
beffen anbete Äat^ete RS aber fllei^ tang,2i x% 68 tjt benina^^ 



gig. 14. 




©efet man für tang. a feinen SEBertl^ 
^m. a 



CO«, a 



, fo lommt 



(5ec.a)2 = 1 -|- 
über 

(5ec.a)2= 
alfo 
sec. a = 



(«in. a)' 



(CO«. a)2 

(co«.a)2-f-(ain.a)2 1 

(CO«. a)2 (co«. a)« 

1 



CO«, a 

^an ]^&tte biefen Sertb ^on «ec. a au(^ birect and ber Betrachtung 
ber gignr ableiten Knnen. 

£)ie Sofecante bed SOQinfetö a ift bie ©ecante bed SQinfeld, welcher 

ben fflinW a gu einem re^^ten erflänjt, bemnac^ alfo 

(co«cc.a)2 =14- (öotonjr.a)« 
unb 

1 



co«ec. a = 



«in. a 



2)er ©inu« SSerfud ober Duerfinud eine« SBinfel« a wirb er^^ 
l^atten, wenn raan cos.b. »on 1 abjiei^t. @ö iji alfo 

«tw. ver«. a = 1 — CO«, a. 

Die trigonometrischen Functionen stumpfer Winkel. SBenn 19 
man na6) b^n in ben §§. 1, 12 unb 13 gegebenen S)eflnitionen ben 
©inuö unb ben 6oflnu«, bie JEangente unb bie gotangente ftumpfer SÖinfel 
gu conftruiren »erfu^t, fo treffen bie mi) ben cittrten eingaben ju fallen^ 
ben ober ju erri(]j)tenben ^Jerpenbifcl nic^t mei^r ben anbern @4en!el be6 
SGÖinfeld, fonbern bejfen SSerlangerung, unb baburc^ treten 5Dlobiftcationen 
ein, wel^e wir naiver betradjjten muffen. 

©^neibet man auf bem einen ©c^enfel CA, gig. 15 (a. f. ©.)/ eine« 
ftumpfen SBinfetö BCA, ben »ir mit a bejei^nen »ollen, ein @tü(f CF 
ab, welche« ber Sängeneinl^eit gleich ift, fo trifft tint burdj> F re(|)ttt)infetig 
gum anbern ©^enfel CB gegogene 8inie ni^t me^r ben ©c^^enfel CB 
fetbft, fonbern bejfen Verlängerung CD. 

S)a« ^Perpenbifet FG ift nun ber ©inu« be« ftum^)fen fflin^ 
fei« a. 35iefe« qjer<)enb{fet ift aber an^ ber ©inu« be« SBinfel« b, 



24 



^te irtgonometrif^en Sinien 




f:.^-^ 



ar 



wilä^tt a }u 1800 ergingt obet ntit anbeten Sorten: ber (Sinu^ eines 
ftumpfen SinfeU ift flleic^ bem ©inu« fetned f<){feen Sieben^ 
minleU; eö ifi atfo g. 23. 

««72. 1000 = sin. (1800 _ lOQo) = sin, 80© 
«n. 1500 = sin. (180o — 150o) = sin. 30© 

ober aUgetnein 

sin, a = «w. (180o — a) (26) 

I)a GF, ber ®inu« be« fiumpfen äÖlnfeB a, mit ö'/\ bem Sinn* 

gtg. 15. fineö »on bemfelben 

©(^enfel CJ5 an ge^ 
gä^Iten fpi^en SBinfeld n, 
gleiche Sage gu ber Sti^^^ 
tung beö S^enfete C5 
i^at. inbem Beibe oBer^ 
^alb DB liegen, fo 
fommt alfo bem @inud 
eineö fium<)fen SBinfeW 
'B baffelbe SSorgeidjjen gu wie 
bem ®innd eine^ fpi^en. 
35araud gel^t nun l^eröor, ba§ jebcr (Binu^ gu gleidjjer ßtii gwei 
äötnfeln angei^ört, tlntm fpi^en unb einem ftumpfen. ®o gehört g. 53. 
ber ®inu§ 0,422618 bem SBinfel »on 25© unb bem SBinfel »on 155o 
an; ber ©inuö 0,829038 gehört bem aöinfel öon 56o unb bem SQBinfel 
))on 1240 an. ^tnn man bemnac^) aU Stefultat einer Slec^nung ben 
©inuö eineö ffiiufel^ flnbct, fo ift e^ no^ gweifetl^aft, ob ber biefem 
Sinn« entfprec^enbe \pii^t ober ftumpfe äöinfel ben gorberungen ber Slu^ 
gäbe entfpri^t. SDiand^mal leiften beibe ben 53ebingungen ber Slufgabe 
@enuge; folc^e S&Qe werben wir fpäter no4l {ennen lernen; manä^mal 
anö^ nur einer. ®o f)aUn wir gefunben, ba$, wenn in dntm tt^U 
winfeligen 2)reied bie ^^potenufe 15, bie tint Saifftit 4 ijt, 0,266666 
ber ®inu^ bed ber Aatl^ete t^on 4 gegenuberliegenben 9Bin!efö fei, 
35er ®inuö 0,266666 gel^ört aber einem fpifeen unb tlntm fiumpfen 
SBinlel an, ber ftumpfe äöinfel mn^ aber bei unferer 8luflßfung gang 
audgef^loffen bleiben, weil in tintm re(|)twin(eUgen 3)reie(fe lein ftumpfer 
Sinfel üorf ommen fann. Dbglei^ alfo bem ©inu« 0,2666 . . . antfy tln 
ftumpfer 39in!el entfpric^t, fo mu$ er l^ier bo4l unberädji^ltigt bleiben, 
weil er ben übrigen Sebtugungen ber Slufgabe ni^t ©enuge leiftet. 



l 
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^nbetd ))er^dtt ed fi(!^ mit bem @ofinud thtm)>fet Sinfel. S)enlen 
voix tttt^ bie 8inie CJtf, gig. 15, fo gef^wcnft, baj ber ©in!el n »4(^p, fo 
tiäl^^ert ft<^ bcr gufi<)Utttt G?' be« q?er^)CttbHcte F'G^ bcm ©^citcl C, b.i^. 
mit kvaii^fenbem 38tn!el nimmt ber Sofinud ab, um ju merben, toenn 
n 6ie auf 90« gcwac^fctt ift. SBirb aber ber bewegli^ fleba(|)te ®^tnhl 
tto(^ über 90^ ^inau^, ttwa bi0 (7-4, gcfc^wenft, fo gei^t ber gu§<)ttttft 
be« ate ©ittud bejei^neten 5}er^)ettbi!eU auf bie anbere Seite »on C 
über, ber ßoflnud GC be« ftumpfen äöinfeld a l^at alfo bie entgegen^ 
gefefete Sage beö ijon bemfelben S^enfel CB an gejäl^Itett fptfeen Sinlefö 
n; »äl^renb ber 6oflnu^ beö fpifeen SinleB n öon C nadj> ber regten 
®tiit ^xn m&i)lt wiib, erjtredt ^^ ber ßoflnuö bc« jtum<)fen SBinleW 
a ))on (7 na^ ber linfen. IBejeicf^net man eine \>on C nai^ rec^td ge^ 
mcffene 8änge alö pofitij), fo müjfen »ir txnt öon C nai^ linW gemeffene 
ate negatiö begei^nen; ber ßofinuö eine« jtumpfen SBinfeU ift 
alfo negatiö. 

S)er ®r6§e xxai^ ijt, wie tei^^t eingufeil^en, ber ßojlnud bed jtum<)fen 
Sinfete a gleii!^ bem ^ofinud feine« fpi^en 9lebenminlel« b; ed ifl alfo 

C08. a = — COS. (180^ — a). 

So ijt g.53. CO«. 1420 = — co«.38; co«. 120 = — co«.60 u.f.w. 



S)a 



fanjr. a = 



COS. a 



fo ift bie Tangente titit^ ftum^jfcn SGBinfel« negati», inbem für a>90o 
€08.8, negati)» tvirb, wdl^renb sin.a. pofitit) bleibt. 

giß. 16. 




K 



CX 



B 



■^\. 



\ 



@d la^t {i(^ bted au(| bur(^ @onjh«ction na^toeifen. @8 fet, %i%. 16, 
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BGA bct fluttnjfc SBinfcl a, beffen ^anflente man confimircn foff. 
SWa^t man, tt?ie bei ber in §. 12 angeflebencn ßonflrucHon, CA = 1, 
fo wirb ein in R na^^ oben erd^^tetej^ qierpenbifel ben anbern S^enfel 
CA beö ffiinfelö a gar ni^t treffen, »a^renb ein n^aii abwarte gejo* 
jene« 5per^)cnbifel bie gSerWnflerung bed S^enfeK AC in 5 trifft. RS 
ifi bie Sanflente 'bed fiumpfen ffiinfel^ a, fle ift neflati\>, rneil fle j>on 
C na(^ unten ßerici^tet ift. 

S)er ®r{§e nad^ ifi bie %(\xi(i,txdt eine« ftumpfen fflinfete a gleii^ 
ber JEangente feine« fpifeen Sflebenwinfetö b, alfo 

tang. a = — lang, (ISO® — a). 
SRa^en wir in gig. 17 (7r= 1, fo ift bie* re^twinfelifl gu CT 
öott r na^ linl« ßegoßene %Mt TV W gotangente be« fhtm<)fen 

8i9. 17. 



! a\ 



SBinfel« a; fle ifi neflatiij, »eil bie öon CT ^\x% na^^ ber regten Seite 
\j\xi gemeffenen Sängen ald pofUi^^e genommen werben. @« ift alfo 

cotang.a, = — tang. (180® — a). 

20 Berechnung der Tafeln. SSir l^aben )war oben f(|)on gefe^en, 
wie <2inu« unb Sofinud öon 45», 75o, 60», 30», 15« bere^^net wirb; 
mit ben bagu angewanbten ÜJlitteln ift man [tbod^ nic^t im ©tanbe, bie 
®inu« unb ßoflnu« atter äöinfel, bie in ununterbroc|)ener Sleil^e ^on 
@rab gu @rab, ober öon SDlinute gu aJlinute u. f. w. auf einanber fol^ 
gen, gu bere^^nen. ßvit Sere^^nung einer folgen ununterbro^enen Stetige 
t>on trigonometrif^en Sinien gelangt man buxtfy ben im golgenben an* 
gegebenen äöeg.- 

3wei aiabien CF unb CR eine« «reife«, gig. 18, \^llt$tn einen 
©ogen FR = a ein, weldjier jl4> gur ^eripljicrie be« ganjen Äreife« 



Uttt) t^re tt)i(|)ttgjlett S5egief^un9ett* 
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Htf)&lif wie ber SBinfel a, ben bie Beibcn jRabtcn mit cinanber ma^en, 

ju 3600. SBctttt ber SRabiu« beS Greifes = 1 tft, wie bei ^er gangen 

gig. 18. folgenben Setra^tung jleU angenommen 

»erben foll, fo f)ai man alfo bie 5pro<)ortion 




a? : 2 jr = a : 360» 



ober 



^ : Ä = a : ISO«. 
9ia(]^ biefer ^Proportion ift ed nnn lei^t, 
tintn Sogen ^ jn beredjjnen, welcher einen 
gegebenen äöinfel uberfpannt. 66 fott j. 95. 
ber Sogen berechnet werben, welcher einen 
SBinfel \)on 1® überfpannt, fo ^at man 

x : 3,141592 = 1 : 180 
unb baraud 

a = 0,017453. 
S)er Sogen, welker einen SSinlel öon 10' überfpannt, ijt ber feci^^te 
^E^eil bed eben gefnnbenen, alfo 

X = 0,00290888. 
9?un aber jleij^t man lei^t ein, bafi ber ©inu« einee SQ3in!eU a ftete 
Heiner fein mn^, ate ber ben ffiinfel a überfpannenbe Sogen a, bafi 
ferner sin. a um fo weniger öon a berf^ieben fein !ann, je Heiner a i|>. 
©0 ift g. S. sin. 10 ni(%t öiel i>on bem ben SBinfet i)on P überfpan^ 
nenben Sogen oerfdbieben, welker, wie wir gefeÄen i^aben, 0,017453 i|i. 
Um aber entfc^eiben ju fßnnen, auf wie i>iel 2)ecimalftellen ber ®iuu6 
eine^ ?[QinUH mit bem if)n überfpannenben Sogen übereinftimmt, bient 
folgenbe Betrachtung. 

3n gig. 18 ift FG = m.a, SR = tang.a,. S)er Sogen FR 
foH no^ mit a begeici^net werben, fo l^at man offenbar 

«fn.a < ^ (I) 

unb* 

tang.Q. > a. 

©efeen wir für tang.a. feinen ©ert^ — —, fo l^at man alfo.au^ 

008, Sil 



Sin, a 

COS.Sb 



> X 



unb barau^ 



OT». a > X . (505. a 
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aBeil aitx cos.b, {ebenfalls Heiner aU 1 i% fo ifi aviä^ (coÄ.a)3<;co«.a, 

bemna^ ait^ 

Äin. a > a . (co5. a)^ 
ober 

5m. a > 0? [1 — (sin. a)^], 

wenn man für (cos. a)« feinen SBerti^ 1 — (sm.a)2 fe^t. ffieil ^>Ätn.a, 
fo ifl awd^ 1 — x^ Heiner aH 1 — (sin. a)», alfo auc^ 

sin. a ;>> ^ (1 — a?2) 
ober enblidjj 

sin. a >» 0? — jc^ (II) 

2lu« (I) unb (II) evjle^t man nuxif baj sin.a, gn)if(|)en ben beiben 

©rdnjen a unb o: — a^ liegt. S)ie 2)ifferenj biefer beiben ©rangen ijl 

a?3, unb btefe 3)ifferenj wirb um fo Heiner, je Heiner o? »irb. 3e fleiner 

alfo ber SQBinfel a wirb, um fo ttfi^er liegen bie beiben ©rängen gu^ 

fammen, gwifti^en totld^tn sin. a eingefd^^loffen ifl. ©o liegt g. 33. sin. 1® 

gttjif^'en ben ©rangen 0,017453 unb 0,017453 — 0,0174538 ober 

sin. 10 < 0,017453 
unb 

sin. 10 > 0,017453 — 0,00000536 > 0,01744764. 
2)ie beiben ©rangen, gwifc^en benen sin. 1® liegen muß, bifferiren erfl 
auf ber fünften 5)ecimalftelle, wenn man alfo 0,017453 für ben <Sinu^ 
\)on 10 nimmt, fo wci^ v^<\xi gwar, ba^ biefer SQ3ertil5> i^ fl^^^^ ifif «1^« 
weifi aber au(|), bafi er l^öc^ftenö auf ber fünften 3)ecimalfielle ijom »aii^^'^en 
Sertl^ ijerf^ieben fein fann; wo alfo feine größere ©enauigfeit nöti^ig 
ift, fann xt^^Xi bei biefem "^tx^t ftel^en bleiben. 

Seit genauer fönnen wir nadjl berfelben ÜRetl^obe ben SBert^ t>ott 
sin. 10* au^mitteln. S)er ben aBinfel »on lO' überfpannenbe ©ogen ijl 
0,002909, mitl5>in 

dn. 10' < 0,00290888 

dn. 10' > 0,00290888 — 0,0000000246 
ober 

sin. 10' > 0,0029088654 . . . 
5)ie beiben ©rängen, gwifc^en welchen sin. 10' liegt, jlnb, wie man fielet, 
nur um 0,0000000246 t>on einanber öerfiij^ieben ; nimmt xcmi alfo 
0,00290888 für sin. 10', fo fann man gewifi fein, baß biefer Sertl5> nic^t 
um 5)reii^unbertminiontl^eil fe^lerl^aft ijt. aSid man alfo sin. 10' nur 
auf fec^ö I)ecimalpenen genau l[)aben, fo ift er 0,002909. 3)iefe %u 
nauigfeit ift meiftenö genügenb. 5)a ber ©inuö oon 10' erft auf ber 
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ai)itn ©erittiatflcHc öon bem benfelbcn SBinIcl ubcrfpönncnbcn Sogen 
btfferirt, fo werben aui^ ber ©inud unb bet ©ogen »on 1' no(^ auf 
mel^r ©ecimalpeUen übereinfiitnmen, unb man Um baf^tt ben »oflen, 
welker ben mnUl Don 1' übermannt unb bcffen Un^t 0,000291 be;^ 
tiroßt, oi^ne SBeitered für sin. V nei^men, wenn man nur fet^d 35ecimo^ 
fiellen berudjl^tigen wiD. 

2)a nun sin. lO' befannt ifl, fo flnbet man na^ ber ©leic^ung 

coÄ.a = lAl — (5m.a)2 benSBert^ \)on co«. 10'; er i|i 0,999996. 9la(^ 
©leii^unfl (12) tft aber 

sin. 20^ = 2 . sin. 10' . cos. lO' = 2 X 0,002909 . 0,999996 = 0,005818 
unb na4^ ©let^ung (14) 

COS. 20^ = 1 — 2 (sin. 100« 

COS. 20' = 1 — 2 . 0,002909« = 0,999983. 
gerner tjl 

sin. 40' = 2 . sin. 20' . cos. 20' 

sin. 40' = 2 . 0,005818 X 0,999983 

sin. 40' = 0,011635 

unb 

cos. 40' = 1 — 2 . (5m. 2'0')3 

CO«. 40' = 1 — 2 . 0,0058182 = 0,999932. 
ffla^ ©leit^ung (8) eri^ält man sin. 60^ = sin. V 

sin. 10 = sin. 40^ . cos. 20' + cos. 40' . sin. 20^ 
unb na^ ©let^^ung (9) 

cos. 10 = COS. 40' . COS. 20' — sin. 40' . sin. 20'. 
©ubfHtuirt man in biefe beiben legten ©leic^ungen für sin. 40', cos. 40', 
«in. 20' unb co«.20' il^re SGBertl^e, fo flnbet man 

sin. 10 = 0,017452 
co«.lo.= 0,999848. 
Auf biefem SBege fann man bie ©inud unb ßojlnuö aller SBtnfel ^on 
ICy gu 10' beregnen. S^at man sin.V bered^net, fo fann man auf 
biefem 9Bege bie @inud unb Sofinud aQer SBinfel ))on SRinuie )u 3!IIU 
mite berechnen. Um auf biefe SÖeife ^Eafcln ju berechnen, ift eö übri^ 
flcttd bur(^aud nötl^ig, ben Ileinften ©inud ber tafeln fowie aUe fot 
genben auf mei^r S)ec{maIfleDen %tnau gu beregnen, aU man bel^alten 
tt)in, um gu öerpten, baß bie geiler flc^ ani^fiufen unb babürdjj bie 
legten 3*ff^i^K fel^Ieri^aft »erben. 5Cu^ ijl eö nSti^ig, bie gefunbenen 
3Bertl^e 'oon ©inud unb Sofinud baburi!^ ju controltren, baß man t>on 
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®{nu0 ttttb 6ofinu« öon 75», 60», 45©, 40», 15», bic man auf anbtxtm 
aOBcge bcred^net ^ot (§. 5), audgc^enb, bie ©inuö unb Sojlnu^ tjcrf^^le«' 
benet ©inicl beregnet, unb ble auf bcibcn .SBeßcn erl^altcnett JRcfultate 

Sur SSeröonflSttbiflUttfl bcr JEafeln fmb nut no4> btc 3;att9Ctttett unb 
eotauöcnten 'gu beregnen. Sln^^bcm btc ®inn^ unb ßoflnud bcfannt 
flnb, tfi bicfe fBmä)mnQ fe^r ctnfatä^. S)ic JEangcntcn flnbet man mit 

8VH. ä 

^ülfe ber gormel «awjr.a = — ^, bIc eotangcntcn mit »gülfe bcr gor^ 

cos, Si 

CO«, a 
mel cotang, a = -: — . 
^ «in. a 

35a0 in bicfem 8lbfd^nitt ©cfaßte foll nur baju bicnen, einen aOeg 

gu geigen, aji^f welkem man bie Safein berechnen !ann. 2)ag biejer 

äBeg iebo^ äugerft mul^fam ift, wirb wo^l Seber iu^tbtn, bet nur bie 

Sere^nung einiger ©inuS unb ßojlnu^ ijerfu^t i^at. 35ie SCnal^fi^ 

liefert ÜJlittel, wel^e »eit rafc^^er gu biefem 3*^1^ ful^ren. 



SweiteS Äa^)iter. 

Sltttoettfeuttg btt trigonometrifd^en %nnttiontn lut 



31 Grundgleichiingen des Dreiecks« 3Bix i^aitn bid ie^t bie tri^ 

gonometrif^en Linien nur gur Sere^nung ber fel^lenben ©tütfe red^t^ 
»inleliger ©reiede angewanbt, fie bienen ieboc^ au^ gur ©ere^nung ber 
fe^Ienben ©tfide in f^iefwinfcligen 5)reiecfcn. Diefe SSere^nung ftöftt 
jic^ ftetd auf eine ber gleich gu tntvoiitlnbtn ©leic^ungen, »elc^e bic 
©egie^ungen au^briiden, in »cle^en bie öerf4liebenen ©lemente eine« 
3)reiedö gu einanber ftcl^en. 

3n gig. 19 feien bie brei Seiten be^ S)reiedS mit A, B unb C 
begeic^nct, bie i^ntn gegenüberftei^enben SSÖinfel aber mit ben entf<>re(|)ett^ 
ben Su^ftaben bed grie^^if^en ^I)>^betd. aSon ber @))i^e bed Sinleld 



jur SBered^ttung f4>tefwmfeKger JJreierfe* 



31 



«ig. 19. 




« ift ein 5per^)enMfcI j> auf bie ©eite A gefälft; btcfe^ Ißer^jenbifet t^cilt 
bie «ittic A in jwei JE^cile b unb c. ?la(|) bcm Ißptl^aöordiftä^en 8c]^^ 

fafee tfl nnn 

p^ = B^ — b3, 
aber au(^ 

p2 = C2 — c«, 
mttl^in 

(72 _ c2 = 52 — b2, 

alfo 

O =. J52 _j« c3 — b2. 

5«un aber ift c = ^ — b, alfo c^ = A^ — 2Ah + h^; fubpituirt 
man biefen SQBertil^ i>on c2 in bie lefete ©lei^ung, fo lommt 
(72 = ^2._|- j52 _ 2 Ah, 

nun aber ift offenbar b = i5 cos. y, alfo 

O = ^2 _^ J32 _ 2^5 cos.y (27) 

ba0 ]^ei§t in ©orten: 3n einem {eben 2)reiecf erl^dlt man ba« 
Duabra.t- einer ®titt, votnn man bie Duabratc ber beiben an^ 
beren Seiten abbirt unb i>on ber ©umme bad boppelte ^Jrobuct 
ber beiben anberen Seiten multiplicirt mit bem 6ofinu« bed 
SBinlel^, ben fie einf^Ue^en, ab^iei^t. 

3)ie jweite ©runbglei^ung erl^alt man fllei^faH^ au« ber Setra^^ 
tung ber giß. 19. @« ift nfimli^ 



p = C . 5171, ß, 



aber and^ 

alfo 

B sin. y •=. C . sin, ß ; 
au^ biefer ©lei^ung aber folgt 

B siruß 

C 8in,y 

ober 

B : C = siruß : 8in.y (28) 

ba0 l^eifit in SBorten: 3e gwei Seiten tint^ 3)reie(lS »erl^atten 
fi^ gu einanber »te bie ®inu« ber i^nen gegenuberfiel^enben 
aSinlel. 

aJlit ^ülfe biefeu beiben ©Teilungen (27) unb (28) lann man fiet^, 
wenn brei (Elemente eine« S)reie(fg gegeben jlnb, unter benen jl^ aber 
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weniöpcn^ eine Seite teflnben mn^, bie brei anbeten Stüde beg 2)rcicÄ« 
bered^nen. 3)ie öerfc^icbenen l^ier mSgli^^en gdfle »ollen »ir in ber^ 
felben Orbnung n)ie in ber ©eometrie betrachten. 

L ©efleben: 3)rei Seiten. 3n biefem %aüt jlnb bie brei SBinfct 
gu beftimmen. ©leic^ung (27) giebt un^ bie Delation, in totl0)n bcr 
ßoflnud eine« SBinleB im 2)reie(I ju ben brei Seiten fielet. Stu« biefer 
©leiiij^ung folgt 

baS ^ei^t in SBorten: man flnbet ben ßojlnu« eine« SDretedaminfetd, 
menn man bie Quabrate ber beiben Seiten abbirt, tütl^t ben gefugten 
SQBinfel einf^Uefien, t>on ber Snmme ba§ Duabrat ber i^m (jegenüber^ 
ftel^enben Seite abjiel^t, unb bie gcfunbene 2)iffereng bur(!^ ba« boppette 
Ißrobuct ber beiben ben gefugten Sßinfel einf^lie^enben Seiten bijjibirt. 
@anj analog ifi alfo an^ 

£2 J_ Cö _ ^2 

'<''''' = 2'b7C 

""^ ^ A^ + O — B^ 

''''^= WAllC • 

e« feien g. 53. bie brei Seiten eines S)reied« 6', 7' nnb 8', fo ijl 
ber ßormuS be« SBinfcte, weiter ber Seite y)on 6' gegenilberftel^t, 

72 4- 82 — 62 77 

2.7.8 = 112 = «'^«^^^- 

35er biefem eofmuS ange^örige äÖinfel ift 46o34,l'. 

35er ßoflnuS beS 2öin!el«, »e^er ber Seite t>on V gegenüber^ 

fte^t, ift 

82 _L 6« — 72 51 

2.6.8 = i = «'53124, 

c 

ber bagu gehörige SÖinfel 57« 54,6'. 
S)er (SojlnnS beS britten SÖinfetö ift 
72 + 62-82 21 

2.7.6 — 54 — ^''^^' 
loonatä^ ber britte äBinfel felbft 75« 31,3'. 

Sere(|)net man auf biefe SÖeife bie brei Sßinlel be« S)reie(fd, beffeu 
Seiten 3', 4' unb 6^ fmb, fo flnbet man fflr ben (SojlnuS be« SBinfefö, 
welcher ber Seite \>on & gegenüberliegt, 

1^ + 9-36 11_ . 

24 ~" ~ 24 ~ ~ ' • • • 
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äöett ber (Soflnuö bfcfe^ SBinfete ncflatiJ) tft, fo ifl bcr fflinfel felbfl ein 
jtum<)fer, unb jwar tfi er ber Jlebenwinfel öon bem, ben tnon für ben 
güfittue 0,458 ... in ben Zaftln finbet. ®o oft man fiierl^aupt na4> 
btefer gormel einen negatitjen ßojinuö finbet, fo erfleht man baraug, ba$ 
baö fragti^e ©reied ün ftumpfwtnWifleä ift. 

3tt bem S)reie(f, bejfen brei Seiten 3'^ 4' unb 5' jinb, finbet man 
für ben ßojlnuS be^ SQBinfefö, welcher ber Seite ^on 5' flegenuierjiel^t, 



9 4- lg — 25 _ 
24 ~ 



0, 



ber Sinfel fetbjt ijt alfo ein regier. 

e§ feien 3', 4' unb 8' bie brei Seiten eine« SDreietfg, fo erßieM 
fxd^ für ben 6ojinuö beö SBinfelö, welcher ber Seite »on 3' flegenuBerftel^t, 

64 -}- 16 — 9 ^ 



64 



71 



/64 



1,1 



V 



b. ]^. ein Sertl^, welker größer ift aW 1; ba aber lein ßopnu« gröfler 
alö 1 fein lann, fo gel^Srt ber gefunbene 6ojtnu0 einem unmöflli(i^en 
Jöinfel an, ober mit anb^ren SQBorten: mit ben brei Seiten 3', 4' unb 
8' fann gar fein 3)reiecf gebilbet werben. 5)aß bem fo fei, lann man 
aud^ barau« fc^on erfennen, baß bie Seite 8' größer ift ate bie beiben 
anberen jufammengenommen. 

Sie groß jlnb bie brei 3Bin!el in folgenben ©reietfen? 



A 


B 


C 


127' 


94' 


156' 


93' 


84' 


• 72' 


87' 


112' 


68' 



IL ©egeben. j»ei Seiten unb ber eingef(|)loffene Sßinfel. 
@d fei gegeben ber SSÖinfel y unb bie beiben Seiten A unb B, wel^e 
tiefen Sinfel bilben, fo giebt und ©lei^ung (27) unmittelbar ba« 
Duabrat ber britten Seite, ndmlidjj 

(72 = ^2 _|_ j?2 _ 2AB cos.y. 

e« fei g. «. ^ = 3', B ==: A\ y = 58o, fo ift 

= 9 + 16 — 2.3.4. co5.'58o =^ 12,282; G = 3,5 .... 

Srta(i^bem nun bie brei Seiten belannt pnb, fann man nac^ bem im. 

müUtx, ebene unD Mävift^e Sirigonometrie. 3 
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\>otiQtn ^axa^tapfftn angegebenen SSetfal^ren an^ no^ bie Reiben fe^^ 
lenben flSinM fnc^en. 

©0 lange y ein fpifeet SBtnfel ifi, bleibt co^.y pojltiD unb ba« 
le^te ©lieb im ffiertl^ t)on O negati». 3n einem fpifewinWigen 2)reie(f 
tft bemnac^ baö Duabrat jeber Seite Heiner, aU bie Quabrate ber Uu 
ben anbeten gufammettflenommen; ift y ein regtet SBinfel, fo ifl co^.y 
= 0, unb ber ffiett^ öon C» tebucirt fl^) auf -4« + Ä«^ wa« wir fd^on 
bur^ ben Ißptij^agoräif^en Sel^rfafe wußten, ©obalb y ein ftumpftt 
SQBinfel ift, wirb cos.y negatti) unb baburt^ ba« lefete ©lieb im ffiert^c 
öon (72 pojitit). 3n einem ftumpfwinfeligen SDreied ifl bemnat^ ba* 
Quabrat ber ©eite, wel^e bem ftum^fen Sinlel gegenüberliegt, gröfer 
atö bad Ouabrat ber beiben anbeten ®eiten {ufammengenommen. 

eg fei t. f8. A z= 7', B = A\ y = 124o, fo ift 
O = 49 + 16 — 2 . 7 . 4 . cos, 124o 

(72 = 49 + 16 4- 2 . 7 . 4 . c'c>«.56o = 65 + 56 . 0,559193. 
£)en übrigen 5L^eil bet Stec^nung mag bet @(!^älet au^ful^ten. 

Sßtnn in einem 5)reieil g»ei ©eiten unb . ber ^eingefiij^lo jfene 333in!el 
gegeben finb, fo !ann man, »ie f^on bemerft würbe, bie fel^lenben 
SBinlel baburd^ finben, ba§ man juerft mit ^ülfe ber ©Icit^ung (27) 
bie fel^lenbe ©eite berecl^net, unb wenn ber numerif4ie äOSertl^ berfelben 
befannt ift, mit ^ulfe ber ©leic^ung (29) bie fel^lenben Sinlel beftimmt. 
S)iefer 2Beg ift aber etwad umftfinbtic^, unb bedl^alb ift eö wünfc^en^* 
wertl^, eine gormel ju i^aben, na^ welker man birect bie feij^^^enben 
aOBinlel beftimmen fann, ol^ne juerft bie fei^lenbe ©eite gu fu^en. 3» 
einer folc^en Formel fommen wir burc^ folgenbe 53etradj>tung. @d ift 
befanntli^ 

A : sin, a -= B : sin, ß, 
ai^enn nun bie ©eiten A unb B nebfi bem fflinlel y befannt jlnb, fo 
flnb in biefer @lei4>ung gwei unbefannte ®r6gen, ed lägt fid^ alfo an^ 
biefer ©leid^ung allein »eber a noc^ ß beftimmen. fftun ift aber a + /J 
-f y = 1800 ober a == 180» — /? — y; alfo sin, a = sin. (/J + y) 
sin.a = sin,ß cos,y -j- cos.ß sin.y; fubftituirt man biefen fflertT^ in 
obige ©leid^uhg, fo fommt 

A,sin,ß = B (jsin,ß . cos.y -|- cos,ß sin.y'), 
3n biefer ©lei^ung ift nur nod^ ber SBtnfel ß unbelannt. ©iöibirt 
man auf beiben ©eiten mit cos.ß, fo fommt 

A . tang. ß = B tang. ß cos. y -|- JB . «in. y 
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uni batdud 



ifawgf. /J 



S. 



8in.y 



A — B . cos.y 
SDiefer ©tei^ung gart} analog ifl 

A . «in. y 



(30) 



^ B — A, COS. y 

^^xi |)atte bie goTtnel (30) ^yxi^ birect aue bei: gißu« ableiten 



»tthcn. 3n gtfl. 19 ift na(]^ ©tei^ung (25) 

tang,ß — ^ — ^ ^ 
19. 



c 



63 ift aber p = B . sin, y, 
h T= B cos.y\ fubjHtuitt man biefe 
SBertl^e in ben testen SQtxÜ) ijon 
ifangf. /J, fo finbct man fitt ifawgf. ß 
bettfetten SBett^ wie in ©leit^ung (30). 

e« fet j. 39. 
^ = 4', 5 = 6', y = 420, 
fotfi 

. A 6 X 0,669131 4,014786 Q^.üooa 

^^^- ^ = 4 - 6 X 0;743145 = - 0,458870 = ~ ^49333 

ß — 960 31'. 
3Bte flrof iii a, ß nnb C in folflinben Sireiecfen? 




A 


B 


7 


3728' 


1942' 


83« 


763' 


1024' 


112» 


0^7"' 


0,96«» 


58' 



in. ©egeben jwei Letten unb ein SBinfel, totl^tt ber 
tintn öon betben Seiten gegenöierftelj^t. (Sd fei gegeben bei 
fflinfet ß «nb bie Seiten A nnb B, fo il^^at man jnt ©ere^nnng be« 
SOBinfete a ' 

alfo ifi 



mn.a 



B 



3* 
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3ji j. SB. A = &\ B = T, ß = 490, fo.ifl 

6 X 0,754710 f,aAaMA 

« = 400 18'. 

Slua bcr ©eontctrie (@. 19) tjl bctcttd bcfamit, ba§ ein 2)reie(f 
burc^ jwci ©etten itnb einen SBinfel, welker bet txntn ber beiben ®tittn 
gegenuberflel^t, nur bann beftimmt ifl, wenn ber ffiinfcl, ber Icinfleren 
®^ite öegenuberliegt. Siegt ber gegebene SQBinfel ber lurgeren ber ge^ 
gebenen Seiten gegenüber, fQ tann man an^ biefen ©tucfen entweber 
lein S)reie(f conjiruiren, ober gtoei öerf^iebene: SSie aber Hnnen »ir 
an^ unferer Sie^mtng tint foIc|)e bop^)eIte ^uflöfung erfennen? Dur(!^ 
bie aie^nung finbet man ben ©inug beS SGBinfefö, njelc^er ber tintn 
gegebenen @eite gegenüberfie^t; oben ifl aber gegeigt worben, ba^ {eber 
®inu0 guglei^ gwei Sinfeln angel^ßrt, wel^e einanber ju I8O0 ergangen, 
unb man eri^cilt bemna(^ jmei tjerfc^iebene ©reiede, je nac^^bem man ben 
gum berechneten ®inn& gel^örigen f^ji^en ober ftumpfen Sinlel nimmt. 

ein S3eifpiel mag baS ©efagte Har mad^tn. @a fei gegeben 

A = V\ B — 0,65", ß = 310, fo ift 

sin, a = ^ . 0,515038 = 0,792366. 
0,00 

2)er ®xnn^ 0,792366 ge^Srt aber glei(^geitig einem SBinM öon 52» 25' 
unb feinem 9lebenwinfel 127« 35' an. 3)er ber ©eite A gegenüber^ 
fte^enbe SBinlel lann alfo entweber 52^25' ober 127« 35' fein. 

S)a aber jeber ©inu8 gugleic^ einem \p\%tn unb einem flumpfen 

Stnfel angehört, fo foDte man glauben, baj bie trigonometrif^e 8iec^^ 

nung ftetS eine boppelte Sluflöfung gdbe, xoa^ ben geometrifc^en SSetrac^^ 

tungen wiberfpri^t. S)er gum gjcfunbenen ©inu« gei^örige ftum^)fe äöinlel 

lann jebofb nur bann txm gweite ^uflSfung geben, XQtnn er mit bem 

gegebenen SBinfet wirllic]^ in einem S)reie(I öorfommcn !ann, b. 1^. xotnn 

er mit bem gegebenen gufammengenommen weniger als 180« an^mai^t 

(Sd ift bieS aber nur bann ber gaU, votnn ber gegebene SBinfel Heiner 

tft als ber 9lebenwin!el beS berechneten ftumpfen, b. 1^. wenn ber bere^^ 

nete fpifce SBintcI a größer ijt aU ber gegebene ffiinfcl ß. ßwei 2luf^ 

Wfungen jlnb alfo nur bann mSglif^, wenn dn,a > sin.ß\ ba aber 

A 
sin,a = — . sin, ß, fo flnb alfo nur bann gwei Söfungen mSgltc^, 
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A 
»enn faer gactor -5" > 1/ i>- ^- w^wn ^ > 5, ober in SBorten, wenn 

bcr gegebene Söinfel ber fleineren ber gegeknen Seiten gegenüberliegt. 

3m obigen Seifi>iel war gegeben A = 6^ B ='7, ß = 49», 
barauö ergab ji^ sin. a = 0,646894. 93on ben beiben ju biefem ®inu^ 
gel^örigen SOSinleln 40» 18' unb 139o 42' !ann aber ber lefetere gar nici^t 
in ^tixa^i fommen, weit er mit ben gegebenen 49^ me^r ate ISO» be*= 
tragt, weil alfo bie beiben SBinlel i)on 1390 42' unb 49o gar nici^t in 
einem unb bemfelben 5)reieÄ öorfommen fonnen. 3n biefem gaUe ent* 
f|)ri(i^t nur ber gum beregneten @inud gehörige fi>tfee Sinfel öon 40® 18' 
ben Sebingungen ber Aufgabe, eS ift alfo nur eine Slufgabe mSglidS). 

SBenn ber berechnete @inu^ großer aU 1 if}, fo ift bie Slufliöfung 
unmögli(^, b. f). e^ giebt fein 5)reiecf, todä)t^ ben gegebenen SSebinguu:* 
gen entf|)ri(i^t. 

Sdre j. ». ^ = 4, .5 = 1, /3 = 41 0, fo fdnbe man 
sin. a = 4 . 0,656 . . = 2,624; 
an^ bicfen gegebenen ©tucfen lafit fte^ fein 5)rcicd conftruiren. üRan fannr 
[x^ ba'öon au^ leiert burcb bie 3^if|wung überzeugen. 

^tnn a Uxtä)nti ift, ift ni^td Ici^ter aH y ju finben; bie fe^*= 
lenbc <S>tiit C ift fobann lei^t nai^ gormel (27) ju berechnen. ÜÄan 
fann iebo(|) an^;) bie britte ©eite C finben, o^ne öoribcr erfi bie nume^* 
rif(ä^en 2Öert]^e öon a unb y beftimmt ju i^abcn. 2)ie baju nöt^ige 
gormel foU fogleid^ entwidett werben. 

9la^ ben oben entwicfelten ®lei(!^ungen ift 
^ A . sin. y 
sin,a 
3n biefem SBQertl^ Don C fommen aber noc^ jwei unbefannte ®r5§en 
öor, bie eliminirt werben muffen. SBeil y = I8O0 — a — /3, fo ift 
sin.y = sin, (ß -|- a), mitl^in 

^ A . sin. (a -|- ß) 

sin. a 
ober 



^ A.sin.aco8.ß -j- Asin.ß . co5.a . ä i_ j • ä ^^ 

o — ' "" ' . ' ' ' — J±. • cos.p — r~ jß. , stn.p ^ 



cos.a 



sin. a sin. a 

3n biefem SBerti^ »on C fommt nur no(i^ tint unbefannte @rö§c a \)or. 

®efet man für siw.« feinen oben gefunbenen SBert^ — ' , fo fommt 

C =: A . cos.ß -f- B ' cos.a 
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Slnwetibung ber trigonometriftfiett gunctionen 



ttnb bavaitd 



C= A 



co8.ß ± B . Y(l — dn,d)^, 

A^ 



ttttb totnn man füx (sin. ay toititi feinen fSitxi^ -^ (sin. ßy fefet, 

C := A . cos.ß ± VB^ — A^(_8in.ßy . . (31) 
©iefet SSttß) i)on C jeigt f^on eine bop<)eIte äufliöfunfl an, Inbem man 
j»ei J>erf#iebette ffiert^e »on C erpit, je na^bem man bie 3BurgeI 
pofUi)) ober negati)) nimmt. 

giel^men toii g. ». ^ = 5<'°», ^ = 3<»°, /3 = 3lo. %üx biefe^ 

Dteietf flnbet man 

C — b . 0,857 ± V"9 — 25.0,265 

C = 4,285 ± 1,540 
C = 5,825 (i2 r, gig. 20) 
0^«^ C = 2,745 (iü P, gifl. 21). 

Um bie @a#e tet^t üar gu maci&en, ifi ed gut, bie geometrifci^e Se^ 
beutung ber eingelnen S^i^eile be« SBertl^eö »on C auUM^u^tn. A.co8.ß 
4jl bie Äatl^ete eined re(i&t»infeHgen Sreietf«, wel^e mit beffen S^^po^ 
tenufe -4 einen ffllnlel ß etnf(|Iiegt. Senfen »ir und öon S (gig. 20 

%{%. 20. ' Uttb glg. 21) ein ^er<)ettbi!el 

auf B gefällt uhb ben gu§* 
<)un!t bcffelben mit begei^s^ 
net, fo ift RO T= A,co8.ß, 
wenn iZS mit A bejeid^net ift. 
5)eic gweite Zf)M be^ Söert^ed 
oon C, n&mttd^ 

Vb^ — AKC8in.ßy^ 
}üüi bie eine Äatl^ete eines 
reci^twinfeliflen Sreiedö bar, 
bejfen J&9i>otenufe jB (ST, gig. 
20, ober S T, gtg. 21) unb bef^ 
fcn eine Äatl^ete A,8in.ß ift. 
A,8in.ß ift aber baS ^ßerpen^ 
R bifet SO fefbft. 

iji bemna^ ni(3^t§ anbereS afö bie ©ntfernung beS %u^pmtM öon T 
ober P. atbbirt man OT gu RO, fo er^fitt man C ber einen, gie:^t man 
biefe Sänge J)on i20 ab, fo eri^ait man C ber gleiten »uflSfung. SCw« 




StQ. 21. 
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biefer Setra^tung folgt auä), ba§ nur bann eine )mette 9(uflöfung ntdg^ 

11^ if}, mm RO>TO, alfo »enn A cos.ß > V B^ — A^ {dn. ßy 
ober wenn A^(ieo8.ßy^B^ — A^(isin.ßy; bringt man in biefer &UU 
Äung ^2 (5^. ^)2 auf bie anbere Seite, fo fommt A^ (cos, ßy + A^ (sin. ßy 
> jB2 ober A^ > J52; »ir flnben alfo ^iet für bie ÜJlögli^feit jweier 
Sluflöfungen biefelbe Sebingung wie früher. 28enn ber unter bem ffiurjeU 
get(^cn ftei^enbe SCuöbrud negatiö wirb, vouin alfo B^ < A^ (sin.ßy, 
b. ^. wenn bie gegebene ©eite B Heiner ift ate ba^ öon S auf B ge* 
fdUte $er<)enbifel, fo wirb ber Söert:^ öon C imaginär, bie Slujlöfung 
ifl unmöglich. 

2Bie grog flnb bie ni(!^t gegebenen ©tüde in folgenben 5)reietfen? 



A 


B 


ß 


12' 


8' 


36« 


9' 


W 


112« 


19' 


16' 


104« 



IV. ©egeben eineSeitc unb bie beiben anlicgenbeuffiinfel. 
ee fei gegeben bie Seite A mit bcn SBinfcln ß unb y. Um a ju fin* 
Den i^at man nur ß + y »o« 180« abjujie^en. 3ft aber erft cc befannt, 
fo flnbet man bie Seiten B unb C mi) Olei^ung (28), namli^: 

^ A . sxn,y 

unb 



8in, a 

„ A , sin.ß 
x> = — ; 

sin.a 

e^ fei ^ = 7, y = 360, ß = 

7 . »in.36o 



740, fo ift a — 700 unb 



C = 



B = 



sin, 70 

7 . giyz. 740 

^m. 700 



Sie grof flnb bie fe^lenben ©tucfe in folgenben ©reieden? 



A 


B 


r 


64' 


82' 


42« 


116' 


98' 


39« 


8' 


43' 


111« 
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SlnrDenbung ber trtgonotnetrif^eti Functionen 



V. ©cgcien j»ei ©eiten, ein anltcöettbet unb tin gegen^ 
fifcerliegenber Sölnfel. 

S)a itoti Sin!el befannt finb, fo tann man tetc^t ben britten finben, 
unb bann bie fel^lenben ©citen gctabe eicnfo iere^nen, wie im \>ori:f 
0en SaQ. 

- SÖie gro^ flnb bie fei^lehben ©tutfe in fotgenben 5)reietfen? 



A 


a 


ß 


47' 


'61« 


270 


63' 


104» 


42« 


124' 


54« 


97» 



22 Anwendung der Iiogarithmen. Seil bie ^nmenbung bei: io^ 
garit^men bie htgonometrifc^en Sieci^nungen auferorbentli^ erleichtert, 
fo f)Cit man S^afeln entworfen, wel^e nid^t bie ©inuS, ßoflnuö, Xa\u 
genten unb ßotangenten ber ffiinfet fetbf}, fonbern i^re Logarithmen 
enthalten. 

©ämmtli^e ©inuö unb ßojlnuö flnb Meiner aU l, bie 8ogaritl^men 
aller ©inuö unb ßofinu^ muffen be^i^alb negative Äennjtffern ^aUn. 
©0 ifi j. S. sin. 200 = 0,342020, unb ber «ogaritl^me bicfer 3a^t atfo 
log. sin. 20o = 0,534052 — 1. Stuf biefe SQSeife, b. f). mit negativen 
Äenniiffern, flnben fiä) aber bie Sogariti^men ber trigonometrtf(|cn Linien 
nici^t in ben meiften S^afeln. Um bie nt^aiiu Äennjiffer ju i^ermeiben, 
ift in ben Jlafeln bie »a^re Äenngiffer um 10 öerme^rt, fo bag bie po^ 
fltiöe Äenniiffer 9 ftatt ber negativen 1 in ben Safein ftefet. So flnbet 
man alfo log. sin. 20» = 9,534052. ®0 flnbet fl^) ferner in ben 3;afcln 
Z05r.c05.850 == 8,940296; ber »al^re Sogaritl^me \)on cos. 85» l^at aber 
tint um 10 Heinere Äenn^iffer, er ifi alfo 0,940296 -~ 2. 

@ben fo flnb au^ in ben 3!afeln bie Sogariti^men ber S^angenten 
unb ßotangenten um 10 J>ergr6fiert. ^tnn alfo für log. tang. 85® in 
ben Safein fielet 11,058048, fo ift ber wal^re Sogaritl^me öon tang.Sb^ 
glei^ 1,058048. 3n ben Safein fle^t log. cotang. 77« = 9,988724, 
ber toai^re «ogariti^me i>on cotang. 77» ifi alfo 0,988724 — 1. 

@ewö^nli(^ entl^alten bie logariti^mifci^^trigonometrifc^en Safein bie 
gogaritl^men ber trigonometrif(^en Linien oon SWinute gu SRinute, dlnn 
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fann man cibtt o^ne ntetHi^en ^el^Iet <inntf)mtn , ba^ gmifc^en je jmei 
auf einonber folgenben 5Dlinutcn ber SSBo^Mi^um ber Sogariti^men bcm 
SQBoÄdt^um bed SBÖinfel^ pro<)orttonaI ift. @o ifl j. S3. Zogf, sin. 37o 24' 
= 9,7834575 wnb log. sin. 37 ^25* = 9,7836227; »a^rcnb bcr SSBinW 
um 1 ÜJllnute = 60" wd^fl, nimmt bcr 8ogaritl^me bed ©inu^ um 
0,0001652 ju; nimmt bct Söinfel öon 37« 24' nm um 1" gu, fo »fi^ft 
ber «ogartt^me beö ©inuö um Veo »on 0,0001652, b. ^. um 0,0000002753; 
um alfo log.8in.d7^^VV' ju flnben, l^at man nur jum %.OTn.37o24' 
bte in ben 3:afeln ftel^enbe J)ifferenj für 1", nämti^ 27 • 53 fo gu abbiren, 
ba$ bte Qaf)l 7 )ur legten, 2 jur vorlebten IDecimatfleQe bed ^ogarit^mud t>on 
jwn. 370 24' abbirt wirb. Die ßi^ttn 53 f ommen bann refpectiöe auf bie 
a6)it unb neunte ^DecimalfieHe. $Demna* iftZosf.37024'l" = 9,783460253 
ober, wenn man nur 7 2)ecimatftellen ierucffi^tigt, 9,7835602. 3jl 
%. «iw. 370 23' 43" gu ieftimmen, fo i)at man ju Zo^r. sin. 37» 24' bie 
43fa4)e SDiffereng für 1", olfo 43 X 27,53 == 1183,79 fo ju abbiren, 
ba$ 3 gur ftebenten, 8 gur fec^öten ©ecimalfieffe abbirt toirb u. f. ». 
^an flnbet auf biefe Seife Zo^. 37» 24' 43" = 9,783575879 ober, wenn 
nur 7 Secimatflellen berücfjicitigt »erben follen, 9,7835759. 

3ur kfferen ©nübung folgt l^ier no(^ bie Sluöfül^runö ^i^^i^t an^ 
bereu Seifpiele. 

e§ fei gu beftimmen Zo^.^an^r. 68^18' 32". 3n ben 3;afetn fte^t 
log. tang. 68« 18' = 10,4001733. 

Sie Differeng für 1" = 61,27, alfo für 32", ift 32 X 61,27 

= 1950,61. £)iefe S)iffereng gu log.tang.&%n%' abbirt, fommt 

Zo^. tow^. 68n8' 32" == 10,400368364 
ober 

10,4003684, 

wenn man nur 7 Decimalen berücffi(|ttgt. 

gerner fei gu befftmmen hg. cos. 19» 48' 27", in ben a;afelu fielet 

Zo^. CO«. 19048' = 9,5298638. 
S)ie ©iffereng für 1" ifl glei^l 58,46, bie ©iffereng für 27" ift alfo 
27 . 58,46 = 1588,42. 3)iefe ©iffereng ift öon 9,5298638 abgugie:^en, 
toeil \a ber ßofinud mit koa(i(ifenbem SOintel Heiner wirb. 

^aif bem ®efagten ifl ed nun ani^ lei^lt, ben gum Sogaritl^men 
einer trigonometrift^en Sinie gel^örigen SBinfel gu finben. ©efe^t, ber 
«Oflaritljfme be« Binn^ eine« ®in!eW a fei 9,6959374. 3n ben 3;afeln 
finbet ^6i aU Sogaritl^me be« nac^ft fleineren ®\nn% 9,6958922 unb 
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blefer ßcl^ött betn ffltnfel öon 29^46' an. (St ifi »ort unferem i>crfd^ic:= 
bcn um 452. 5>ie SDtfferenj füt 1" ifi 36,8, unb mit bicfct ^at man 
in 452 ju biöibircu; um bic ßai^l ber @ccunben ju flnbcn, um melt^c 
bcr ffiinfcl a gröper ifi afö 29o 46'. 5)a« JRefuttat bicfcr $Diöijlon ift 
12,2; ber SeßinW a ifi ötfo 29o46'12,2". 

e« fei ferner log. cotang, ß = 9,7394567. Sn ben 3;afctn fiubet 
fl^ ate ber nä*fi Heinere eotangenten^gogarit^me 9,7392707, biefer ift 
öon unferem öerf^ieben um 1860 unb gel^Srt einem SQBinfel »on 61» 15' 
an. aea^fi ber Sogaritl^me um 49,92, fo nimmt ber 28in!el um 1" 
ab, einer 3unal^me 1860 bed Sogariti^men entf<>ri4lt bemnaci^ tint W>^ 

naf)mt \)on ||^ = 37", ber SBtnfel ß ift alfo 61o 15' _ 37" 

= 610 14^ 23". 

23 Beispiele, ßnx Hebung folgt l?ier bie 8lujI6fun9 einiger trigono^^ 
metrif(^en Sluf gaben mit.J&illfe ber ?ogariti^men. 

1. Senn eine ©eite A unb bte brei SQBinfet befannt jinb, l^at man 
na^ ©Teilung (28) 

„ A . sin. ß 

sin. a f 

^ A . «17?. y 

C = ; • 

sxn. a 
e^ fei A = 3728, a = 49», ß = 102«, alfo y = 29«, fo flnbet 
man B unb C burc^ fotgenbe 8?e(|nung: 

hg.A = 3,5714759 
-4- hg. sin. ß = 9,9904044 

13,5618803 

— log. sin. a = 9,8777799 

log.B = 3,6841004 

B = 4831,7 

log.A = 3,5714759 
4- log. sin. y = 9,6855712 

13.2570471 
— log.a = 9,8777799 

hg. C = 3,3792672 

C = 2394,7 

^ier fmb ol^ne SBeitered bie um 10 ju fl[ro§en Sogaritl^men öon 5tw.«, 
sin.ß unb sin.y angewenbet worben, ol^we baf e^ (Sinfluß auf bad {Re^ 
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futtat i^dtte, weil ein um 10 gu grofier Sogatit^me ju A <ibbht, bann 
aBer aucib wiebet ein um 10 gu gtrofiet Sogarit^me aBge^ogen mot« 
ben ifl. 

2. ©egeben g»ei Seiten unb ber eingefi^loffene 3Bln!el y. SDlan 
finbet ben ffiinfel /5 nö# ber ©Icic^ung (30) 

^ B dn,y 

'^^9'^ = A-B.cos.y ' 

m fei ^ = 3987, 5 = 2164, y = 4lo. 

Zogr.Ä = 3,3352573 

w|- hg. sin. y = 9,8169429 

log.B,dn.y == 13,1522002 

— log, (^ _ B.cos.y-) = 3,3718065 

hg, tang. ß = 9,7803937 
ß = 310 5' 39" 

hg. B = 3,3352573 

4- hg. COS. y = 9,8777799 

hg.B.cos.y = 3,2130372 

A = 3987 

B.cos.y — 1633 



A — B. COS. y = 2354. 

SBie ber 8oflorit^me be§ Qlii)Ux^ gefunben »orben ifl, bebarf feiner 
Srt&uterung; eBen fo ifi tlax, ba§ bet ^ier ße^enbe Sogariti^me t>on 
B.sm.y eigentli^ um 10 ju grofi ifl. 

Die Slbbition unferer SQBertlgfe Joon %.jB unb hg. cos. y gieW und 
einen um 10 gu großen Sogarit^men i)on B.cos.y. Um B.cos.y felbfi 
gu flnben, ift alfo ber bur(!^ Slbbition gefitnbene 8ogaritl^me i)on B . cos. y 
erfl Vivx 10 ju i>ertleinern, »od foglei^ gef^e^en ifl. Der gefunbene 
SQBertl^ öon B.cos.y »Irb öon ^ abgegogen, um ben äöertl^ bed Slen^^ 
nerd ju flnben; ju biefem fflertl^e wirb ber Sogarit^me gcfuc^t unb biefer 
i>om Logarithmen bed 3*^1«^ «bgejogen, fo finbet man hg. tang. ß. SDBeit 
aber ber «ogarit^me bed Sd^lerd, 13,1522002, um 10 gu groß t^, fo 
{^ au(^ ber fär tang. ß gefunbene Sertl^ t)on 10 gu grof, alfo gerabe 
fo, »ie er in ben S^afetn gu fu^en ifl. 

5>ie f e^Ienbe Seite C f önnte man mif ber gormel C« = ^« + B^* 
— iAB cos.y beregnen; weit biefe gormel aber gum logaritl^mifc^en 
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@tUau^ fe^r unbequem ifl, fo ifl eg Bejfer, erfl bcn SBtnfel ß ju be* 
fttmmett, unb bann C na^ bet %oxmd 

^ B , sin, y 

O = : -gT— 

8in,p 
gu berechne«. Log.B sin,y ifi fci^on befannt, e§ tji 

log, B 9in.y = 13,1522002 

— hg. sin. ß = 9,7130251 

log. C = 3,4391751 
C= 2749. 
3. ©cgeben jwei ©eitert A unb B unb ber ®infel ß, »eldSjer ber 
einen »on beiben flegenüberfteH^t. S)er ©inu^ beö SBinlete a wirb ge^ 
funben bur^ bie ©tei^ung 

A . sin. ß 
s stn.a = p 

©g fei ^ = 3648, 5 = 5394 unb ß = 82o. 

log. A = 3,5620548 
+ log. sin. ß = 9,9957528 

13,5578076 
— log.B = 3,7319109 
log. sin. a = 9,8258967 
a = 420 2' 45'^ 
2)et gogaritl^me 13,557 ... tji eigenttic^ titn 10 ju grog, weil ber S^afel^ 
Sogaritbiue öon sm./3 eö ifi; barauS folgt nun auä), bnfi ber für sin.a 
berec!^ncte Sogarit^me nm 10 ju groß ifi, alfo gerabe fo gefunben »or* 
ben, wie er in ben S^afetn ju fu^en tft. 

S^ac^bem ber SBinfet « beregnet worben ifi, fann man U\i)i ben 
iffiinlel y finben, weil y = 180o — ^ — «, in unfereut gaUe ergtebt jl(^ 

y = 550 57' 15". 
9lun flnbet man am f(!^neflfien C nadS) ber @lei(|ung 

^ ^ . sin. y 

O = : 

sm. a 
log.A = 3,5620548 
+ log. sin. y = 9,9183183 

13,4803731 

— log. sin. a = 9,8258967 

log. C = 3,6544764 
C= 4513. 
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4. ©eflcben bte bret ©ctten. 3Ron flnbct bie fe^Ienben ffitnfel 
na^ htt gönnet 

^2 _L (72 _ ^2 

''''^ = — 2w:c — 

3)icfc gormct ifl inbcg fei^r unbequem px logantl^mifci^er 8tec^nung, man 

fonn fle [thf)^ fei^t leicht in eine anbere »erwanbeln, welche bei änwen^ 

bung öon Sogatitlgfmen röf^er jum 3tric fu^rt. 

(So ift oben (Seite 16) flejeigt woirben, ba§ 

cos, 2 a = 1 — 2. (ßin, ay, 
baroud folgt 

COÄ. a = 1 — 2 (5in. i/g ay, 

wenn man a für 2 a fefct, barauö folgt 

fefet man in btefen SSertl^ öon (*iw. 1/2 «)^ ft« co«. a feinen obigen SBert^, 
fo fommt , 

(sin 1/ aV - iA^B-^OiA-\-C-B) 

alfo 

. 1/ „ _ |/ (^ + -g- g)(^+g-^) 



sin. 



4J5C 



0la^ biefet ^otmel iji a leicht butc^ togaxii^mif4)e 9iec^nung ju 
flnben. 68 fei ^ = 76', 5 = 97', (7 = 58', fo i|} 
^ _j- i^ — C = 115, A + C — Bz=dl. 
log. (J 4- jB — C) = 2,0606978 
-{- hg. iA -\- C — B) — 1,5682017 

3,6288995 

— log.'i = 0,6020600 

3,0268395 

— log.B = 1,9867717 

1,0400678 

— hg.C = 1,7634280 

0,2766398 — 1, 
bied but^ 2 biotbitt, fo totnmt 

Zoö. sin. 1/2 "t = 0,6383199 — 1. 
2)iefen Sogaritl^men entf|)ri^t ber 3;afetgogaritl^me 9,6383199, unb ju 
biefem finbet man in ben S^afeln ben SSQintel 
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Va« = 250 46' 25", 
olfo 

a = 510 32' 50". 

^ie Formeln, totl^t man anmenbet, um bie fe^lenben ®tude bed 
S)reieäd ju itxt^ntn, wenn sn^ei Seiten unb btx eingef^toffene SBintel 
gegeben finb, eignen ^ä) ^tili^ ni^i fonbetli^ fut logaritl^mif^e Sttä^^ 
nung; man f)at bed^alb bie ^ornteln in anbete nmgemanbelt; weli^e ju 
biefem 3"^^^^ ^^^^^ ))affenber finb; ba tebo(^ bie umgemanbetten gor^ 
mein feinen gro§en Sorti^eil gewahren, fo wollen wir biefe Umwanb^ 
lungen ^ier ganj iibergei^en. 



3 n) e i t e d 8 u c^. 



®^)Prif(!^e Trigonometrie, 



Einleitung. 



Sin burt^ biei Äaiitni fltbitbeteä törpetlic^eö (Sd i|"t (in fip^Ünft^ce 24 
Dteietf. S'3- 22 ftclü ein foIffeeB fp^öriftfeeä 35«ifd bar, lueli^es bnr^ 
gig, 22. 




bie btei in O infammeiitreffenben Äaitteu ^0, CO itiib «<> flcbilbtt 
mirb. 3n iebei Äante eiiieä fp^örifiten ©teiedä f^neibeu M in^" 
gbeiien. 3:er SBiiiW bei faeibcn in AO fi^ [(^utibenbeit ebenen AOC 
unb ^O.ß, bi« in bet gigur mit 2 iinb 3 beieid)nEt_fi«b, fei mit a., 
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bcr ®inW faer in ber «ante OC fl* fc^ncifacnben ebenen 1 unb 2 mit 
c, unb ber SBinfet enbli* ber in OB M f^neibenben (SUntn 1 unb 3 
mit b bejei^net. liefen brei SBinfetn a, b unb c woBen ton ben ßc^ 
meinf(^aftU^eu Flamen glac^enwinfet geben. 

auger biefen brei gla^enwinleln a, b unb c fommen aber an einem 
fpl^ärif^en Dreietf ns>ä) brei anbere öor, namlic^ biejeniflen, welche ie 
j»ei Äanten mit einanber machen. S)iefe brei Äantenwinfel flnb BOC, 
^OCunb BOA. 6« fei 

ffiinfel BOC = a, 
» AOC = ß, 
« AOB = y, 
fo alfo, bag ieber Äantenwtnfel mit bemiemgcn griec^ifc^en ©ui^flaben 
bejetc^net ift, n^elc^er bem lateinifcben Suc^ftaben bed gegenuberfte^^enben 
gläc^enwinfete entfpri(^t. 

e^ iji bie Aufgabe ber fpl^Ärift^en S^rigonometrie bie S3e^ 
jie^ungen aufiufu(!^en, meiere {»if^en ben brei Aantenmin^^ 
fein unb ben brei glä(!^en»infeln befleißen, unb mit ^filfc 
blefer Sietationen, wenn brei Seftimmungöftütfe eine« ^p^&tu 
fc^eu 5)reietfa gegeben finb, bie brei übrigen burci^ Sttä^nnni 
ju finben. 

@tto6i)nli^ ge^t man ni^t t)on ber eben angegebenen, fonbern toon 
folgenber 9(nf(^auung«tt)eife be« fpf^artfc^en Sreiedd an^. 

£)en!t man {i^ auf ieber ber brei @benen, welc^^e bad törper(i(^e 
ed bilben, um bie ©pifee ate 5Kittet<)unft mit gleichem 8iabiud 
Äreidbogen gegogen, fo jinb btefe Ärei^bogen AB, BC unb CA offen^^ 
bar ben ftantenminteln y, a unb ß pro))ortionaI, ober mit anberen 
ffiortcn: ber Sogen AB mipt ben Söinfel y, ber Sogen AC ben 
SBÖinfel ß, ber Sogen J5C ben ffiinW a. Siefe brei Sogen l^eifien 
Seiten be^ f<)^rif(^en J)retecfS. e« ift leicht eingufel^en, bafi biefe 
Seiten im Sefentti(!^en ni(^td anbered finb ald bie fiantenwinfel. 

5)enft man jlci^ ba« Hr<)erli(|e ©tf fo in eine Äuget geftetft, baj 
bie @<)ite in ben aKitteI|)un!t gu tiegen fommt, fo fc^neiben bie brei 
ebenen 1, 2 unb 3 bie Äugetoberpi^e in ben Sogen AB, BC nn\i 
CA\ biefe brei Sogen bilben ein auf ber ÄugetoberfWc^c tiegenbe« Drei^ 
ecf, bal^er ber 9lame: f<)Prif(|)e ^Trigonometrie. 

Sei ben fotgenben ©ntwicfetungen »oKen »ir jebo^ öon ber erfte* 
ren Setrac^tungdweife be« fpl^ärifc^en S)reic(fg aU eine« breifantigen 
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förderlichen @(fd audge^en, beffen ungecK^tet aber ber ^rgc xot^tn bie 
gW^enwittfel a, b, c nur SGB in Icl, bie Äantenwtnfel «, /3, y ©eiten 
be« fpl^ärifc^en Sreiecfd nennen. 

2)a ed für SKan^en fc^wierig ifi flc^ nad) ßti6)nunqtn gu richtigen 
SSorfieDunöen Mrperlic^er SScrl^ältniffe gn eri^eben, fo jinb biefem ®er^ 
^en bie 9le^e ber giguren 23 unb 24 betgegeben, welche gur @ntmi(fetung 
ber ®runbfornteln ber fpi^ärifc^en S^rigonomeirie bienen. ^iefe ffltf^t 
finb auf dwai ftärfered Rapier aufgugiei^en unb na^bem bie ©ring^ 
linien ))oO(länbig burci^gefcbnitten finb, bie audgegogenen Linien (ni^t 
bie ^unfiixttn), metc^e im Zinnern ber gigur Hegen, fo meit einguf^ineibeu, 
ba^ Ungd ber eingefc^nittenen ftanten ein leic^ted Umbiegen miili^ iß. 
äOie bann mit ben fo pr&parirten fflti^tn bie in ^ig. 23 unb gig. 24 
bargefteQten Körper ))oIIenbet werben, bebarf tooi)l feiner wetteren @r^ 
(äuterung. 

%ix ben Unterri^t ift ed gmecfm&^ig folc^^e SRobette in weit grö^ 
§erem 9Raafifiabe au^ ^appenbeäel unb @Iad ^ergußeQen. 



i EntwiokeluDg der Grundformeln. Stitic^net mfln nuf bet 

einen Äniite eineä brtifantigen fStpetlidien @Ä8 einen Sßnnff ^, ^ig. 23, 

gig. 23. 




f» bag J.0 ber Sängeneln^eit glci(|i ift, fäUt man aläbann bie ^nftn-. 
bifel -4.S uttb AC auf bie btlben anbeten Äanten, fo ift 

AC = gin.ßl 

OC = cos.ß) 
ba ja ber äÖinM AOB mit y, mit ber ®inH AOC mit ^ bejeii^i 

»otben ifi. 



(1) 
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Stellt man öon B cru^ in bet iSUm 1 eine 8inie BL, meiere auf 
ber Äante OB rec^tminfeUg fte^t, fo iji bet SöinM, ben bie «inien BA 
unb 5i mit etnanber machen, auc^ ber 9Bin!et ber beiben in ber 
Äante OS jic^ f^neibenben (SUntn 1 unb 3, ber pben mit b bejei(|>net 
würbe. @benfo ift ACL ber oben mit c bejei^nete ®infel ber beiben 
in ber Äante OC jl^ f^neibenben ©benen 1 unb 2, menn CL, in ber 
ebene 1 liegenb, auf OC re^^tminfelig pe^t. 

gegt man eine ebene bur^ BA unb BL, eine jttjcite ebene bur^ 
CA unb CL, fo metben fi^ bie beiben ebenen in einer 8inie AL 
f(|)neiben, bie auf ber ebene 1 reci^twinfetig fte^t. J)arau« folgt bann, 
bag'bie SDreiede BAL unb CAL rec^tminfelig jinb. 3)emna(^ ifi aber 

AL = B A mi.h 
unb, wenn man ^t BA feinen SBert^ sin.y fefet, 

AL = «in. b sin.y (2) 

Slber ebenfo ergiebt jic^ an^ bem re^tminfeligen 5)reie(f C47v 

yl L = AC sin. c 
ober 

^7L = sin. ß sin.c (3) 

@efet man bie beiben tBBert()e öon AL in (2) unb (3) glei(^, fo fommt 

sin. b 5m. y = sin. c «m. ß • . 

unb baraüd 

sin. b : «in. c = sin. ß : siw. y (4) 

ober in ffiorten: 3n jebcm fp^arif^en 2)reie(f oer^alten fic^ bie 
@tnu6 ber Seiten wie bie @inu^ ber gegenüberfte^enben 
Söinfel. 

aBie f^ott oben (©leic^ung 1) ermahnt mürbe, ift OC -— cos.ß. 
gällt man nun oon B ein ^Perpenbifel BM auf OC, fo wirb baburc^ 
OC in jwei ^^eite OM unb MC get^eilt, ed ift atfo 

cos.ß = OM-f- MC'. 
fflun aber ift 

OM = OB . COS. a = COS. y . cos. a 
unb 

MC = NL = BL.sin.a, 
benn ber äBinfel LBN ift gleich «, weil jeber ©cf^enfet beffelben j5iV 
unb BL auf einem ©^enfel bed 3Bin!el6 a re(^twinfeHg fte^t. ^uö 
bem rcc^twinfeligen 5)reie(f ^jBi aber folgt 

BT^ = AB . COS. b = sin. y . cos. b (5) 
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folgli* ift 

MC ^ «"■ y . '«n. ff . fö»- b. 
©eftt man in obigen Seitt) ocn cos. ß bic eben gefunbenen ffltittie 
»on 03/ unb 3fC, fo fommt 

COS. ß = COS. a . COS. y -\- sin.a.sin.y . cos. h . . . . (ß) 
liefet ©lei^ung analog ift au^ 

cos.y ^ COS. a. COS. ß -\- dTt.a.sm.ß.co8.ci 

meines bie jmeite @ninbfoimet b«i fp^äiifctjen S^tigonDmettie if). 

a)uti$ Mnmeitbwnfl btt beiben ©tunbformetn (4) unb (6) (ann man 
aüt Stufgaben bet fpf^drirdicn Xiigonometiie löfen, menn man noc^ bie 
(Sigenf^ofien beS Spolatbteied« ju ^ülfc nimmt, bie im folgenben Spo* 
ragiap^tn entrofdeli »etben fotlen. 
) Das Folardreieok. )!egt man bunb irgenb einen $unft^, Sig-24, 

bei einen Äante befl fp^dtffi^en ©teieÄS eine @6ene I, weifte rei^lroins 




Wig auf A fteH Iffl* man femer eine ä'oeitt föbene IT bur^ B te^it* 
minfelig auf BO, fo meiben jl$ bie beiben @benen I unb II in einer 
Äante HE (mefltn SRanget-an JRanm fe^lt E in ber giflut) fi^neiben, 
bie auf bet @bene 3 peipenbifulAi jle()t. 

Segt man eine biitte @bfne III ledihointelig auf OC, fo mirb bitft 
mit II fi^ in ber flante LE, mit I in ber Äante FE f^neiben. LE 
ftet)t perpenbifuldt auf ber ©benc I, FE auf II. I'ie btei flanten HE, 
LE unb FE bllben ein neue« fp&firifdie« ©reieif, beffen ©pi(ie in E 
ift. 35ie Äonten= «nb gWi^enrointel biefeö neuen fpIiStifilitn SreiedS, 
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»eli^ed ^otarbrcied ober 6ottH)lemetttarbreic(l l^cißen mafl, Meten 
fe^r »te^tige Sejteigmttaen ju benen bed urffrüngliilen bar. 
3)te Äantenwtnfel beö^ neuen f)>^ärif(|ien 2)reie(l8 flnb 

HEL = ß' 
HEF = a' 
FEL = /. 

Die Jjlätfienwinfel flnb 

^//i? = c' 

AFC = h' 
GLB = a' 

unb imar iji c' bet ®in!el ber (Shtwtn I unb II, b' bet SQBinfel ber 
ebenen I unb III, unb a' bet Sinfel ber ßbenen 11 unb III. 

öetro(|ten wir baiJ SSiered HELB, fo flnben »ir in bemfelben 
jmei re(|te SBinfet, einen bei L unb einen bei H. Der ffiinfel bei E 
ift ber mit ß* bejei(|nete, ber bei B ber mit b bezeichnete. Da bie üier 
2Öin!el txxit^ SSiered« jufammen öier 8le(|te betrogen, ba ferner bie ©in! et 
bei H unb ber bei L iufammengenommen gwei Sec^te betragen, fo 
muffen bie SBinfet b unb /3' jufammen auc^ gwei Siechte fein, ed ift atfo 

ß^ = 1800 _ b. 

ebenfo ergiebt fl0 auii ben aSiereden HAEF unb FELC 

OL' = 1800 ___ a 
f z= 1800 _ c, 

ober in Söorten: Die Äantenwinfet bed ^olarbreied^ finb bie 
6om<)temente ber entfpre^enben gldc^enwinfel beö urf<)rüng* 
liä)tn f^)l^4rif^en Dreied6. 

3n bem SSiered AOBH flnb jmei rechte äÖinfel, einer bei A unb 
einer bei B, mithin muffen bie beiben onberen äÖinfel biefed SSieredö, 
y unb c', jufammengenommen au(|^ jwei Steckte macfien; ed ifl alfo 

c' = 1800 — y ' 

ebenfo folgt ayx^^ ber Setra^tung ber aSiere^ AOCF unb BOCL 

V = 1800 _ ^ 

a' = 1800 — a, 

ober in fflorten: Die gt4(|>enwinlel a', b', c' be6 Ißolarbrciedd 
finb bie (Somplemente ber entfprec^enben Äontenwinfel (@ei* 
ten) a, ß, y bed urfprünglic^en. 

3(u6 ben eben angefui^rten 8Jetationen folgt unmittelbar: 



5f) 35erc4>ttuttg bcr fe^tcnben ©türfe ft>ffarifc|icr Dreferfe. 



d7h a' 




stn, a 




;«'/?. b' 




sin. ß 




sin. & 


— 


sin. y 




cos, a' 




COS. 


a 


COS. h' 


— 


COS. 


ß 


COS. c' 




COS. 


•y 


-w/. a' 




sin. a 




sin, ß' 




siri. h 




sin. y' 




sin. c 




COS. a' 




— COS. 


a 



(7) 



(8) 



COS. ß' = — COS. h 
COS. y^ z= — COS. c 

27 Berechnung der fehlenden Stücke sphärischer Dreiecke. 

SÖenn brct ßtcmcntc cine^ fpi^ärif^cn I)rciccf^ befannt jlnb, fo fann 
man mit ^ütfe bct oben cntwidelten ©tunbfdfec bic fe^Icnben ©tude 
beregnen. S)ie gegebenen @tu(fe Knncn nun fein: 

1. 5)ie brei ^tittn (Äantenwinfet). 

2. J)ie btei gla^enwinfel. 

3. ßwei Seiten unb bet eingefc^tojfene gtdc^enwinfel. 

4. @ine ©eite utib bie beiben anliegenben SQÖinfel. 

5. ßmei Seiten unb ber ber einen gegenuberfle^enbe glä^enwlnfel. 

6. eine Seite, ein anliegenber unb ein gegenubetfiel^enber ^&^tn^ 
toinUl. 

3Bit motten jefct nd^er unterfu(|>en, »ie in iebem biefer fec^^/'gdOe 
bie fe^tenben Stüde ju fu^en flnb. 

erfter galt, ©egeben bie btei Seiten a, ß unb y. 

^ier .flnb bie btei gtdc^enminfel a, b unb c ju fuc^en. 2(ud bct 

« 

jweiten ©runbfonnet, ©leic^ung (6), ergiebt jl^ 

, C0r9.i5 — COS. a . COS. y 

cos.h = ^ ; (9) 

sin. a . sin. y ^ ^ 

^iefe gotmet mu§ aber umgeformt werben, wenn fle fic^ für loga^ 

rit^miffi&e fRt^nnnq eignen foH. ß^ ift befanntlitfi 

COS. b = 1 — 2 . {sin. VA^ ^^f 

alfo 

2 (m7?. 1/2 b)2 = 1 — coÄ. b, 
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unb wenn man fflt co5.6 ben äßertl^ Bei (9) fefet, 

^ • 1/ 1.^" 1/ /'i CQg. ß — cos, a . COS. y \ 

(sin. 1/2 b)- r=r 1/2 l 1 : i 1 

\ sin. a . sin. y J 

ober 

sin. a . sin, y -\- cos, a , cos. y — cos, ß 



{sin.y^hy 



2 . sin. a , sin. y 



Da aber cos. a . cos. y -\- sin, a , sin. y = cos. (a — y), fo ift au^ 

. . , / 1 .n cos. Ca — y) — cos.ß ,^ .^ 

(51/1. 1/2 b)2 = ^ — 7—^ — : ^ (10) 

2 . stn. oc . sin. y ^ 

Der 3dWer biefe« 33ru(^e^ entl^cilt bie Differenj jmctcr (5üfmu8. 

Diefe Differenz mu§ aber in ein ^Jtobuct nmgewanbelt werben, tt?a^ fot 

genbermapen gefd^ie^t. @ö ift befanntli^ 

COS. Or -f- i/) = COS. US .cos. y — sin, x. sin, y 
COS. (je — y) = COS. X . COS. y -\- sin. x . sin, y. 

3ie^t man bie obere (Steigung »on bet anberen ab, fo fommt 

COS. (x — 2/) — COS. (ci? -[- t/) = 2 . sin. X . sin. y , (11) 

ffiir ^aben atfo ^ier eine ©lei^ung, in welker bie Differenz jmeier 
©üjlnnS burc^ baö ^Jrobnct jmeier Sinnö auögebrüdt ift. ©od biefe 
gormel auf unfern %aU angewenbet werben, fo l^at man x unb y nur 
fo ju Uftimxntn, ba§ 

X — y = a — y 

• ^ -\- y = ß 

wirb. 5luö biefen beiben ©leid^ungen ergiebt flc^ 

^ = V2 (/3 + « — r) 
y = V2 (/3 + y - «); 
fubftttuirt man biefe ©erti^e ftatt x unb y in ©teid^ung (11), fo fommt 

cos. (a — y) — COS. ß=^2 , sin. 1/2 (^ "h « — ?) ^^- Va (ß~{~y — '^) 5 
fubftituirt man enbti^ biefen äßert^ ^on cos. (u — y) — cos. ß in 
©teic^ung (10), fo fommt 

(sin. V,b)» ^sin.^l,(ß^a-y). sin. V, -\- y - g) ^^^j 

Sin. a . sin. y 
weld^eg eine für logarit^mifd^e 9?e^nung geeignete gormel ift. 
Diefer gormel analog ^ai man auc^ 

Sin. ß . sm. y 

(sin. V, c)^ ^ -^"- V- ^y+^T ''l "!'• "- (y + « - ^>i • ^''^ 

sm. ß . sin. a j 
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^te SSeifpict jur atuöfulgntung bct JRcc^nung mafl gotgenbcd bienen: 
@^ fei a = 800, ß = 1040, y = 62», fo (fi 

V2 (^ + « — r) = 61« 

'h (ß + y — a) = 430 
Zo^.s2w.6lo =-r 9,9418193 
Zo^r. 5t/?. 430 = 9,8337833 

19,7756026 

— log.sin.SO^ = 9,9933515 

9,7822511 

- log. sin. 62» = 9,9459349 

log. (sin. 1/2 b)2 = 1,8363162 

log.sin.^l^h = 1,9181581 
1/2 b = 55055' 7,4" 
b = 11 10 50' 14,8". 
ßbenfü ift anä^ a unb c ju berechnen. 

ßwefter galt, ©cgeben bie btei gtac^enwinfet a, b, c, ge*^ 
fu(|>t bie btei Seite« a, /3, y. 

ßur göfung biefer Aufgabe muß man bad ^olarbreied gu ^illfe 

nel^men. Statt ß ju beftimmen, fu^t man nur ben glä^euwinfel V 

be^ ^olatbteied^ nac^ ®Iei(^ung (9); man ftnbet 

, , COS. 3* — cos. a' . COS. y* 

cos.h' = ^-—. — - — ; — — • 

sin. a' . sin. y* 

35a aUx bie SQÖinfel «', /?'. y' (Somplementc ber gegebeneu SBinfet 
a, b, c flnb, fo fann man cos.a* mit — cos.si, cos.ß* mit — cos.hf 
unb COS. y* mit — cos. c, unb fetner uoc^ bie ©iuuö »ou «' unb y' mit 
ben ©inu8 \>on a unb c öcvtaufd^en (©leic^ung 8), unb fo etl^cilt man 

, , COS. b + COS. a . COS. c 

COS. W = — r* ; 

sin. a . sin. c 

e^ ifi aber auc^ cos.h' = — cos.ß, fotgti^ 

^ COS. b -|- cos. a . CO», c ,- «. 

C05. p = H : (lo) 

»in. a . svii. c ^ 

3)iefe formet iji gerobe fo wie bie oben für cos.h gefunbene jum 
Sel^uf logarit^mif^er 9te^nung umzuformen. 

aBeil 

2. (mw. 1/2/3)2 = 1 — cos.ß, 
fo l^at man auc^ 
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2 (5zr?. 1/2/3)2 



- co8,h -f" co8. ai.cos,c 



2(5Z7?.V2^J' = 



«in. a . 8in. c 
517?. a . sin. c — co«. a . cos, c — co«. b 
sin, a . 5zn. c 



2 (5iw. 1/2 /3)2 = ^ . ' \^ • .... (14) 

2)ie Summe bet bciben (Soflnuö im S&i)Ux ift noä) in ein ^robuct 
ju ijermanbetn. Slbbirt man bie bcibcn ©leic^ungcn 

COÄ. (^ -j- J/) == cos, X, cos, y — sin. x .sin. y 
cos, {oß — J/) = ^^*' ^ • ^^^' y ~|~ ^^' -^ • -^w. i/, 
fo fommt 

cos, (,V -\- y) -]- COS. Qu f/) rrr 2 COS. X . COS. y. 

©oH mm ^ -j- 2/ = ^ "f" ^ ^^^ ^ — y = ^ f^iW/ \^ wiu§ 

^ = 1/2 (a + b + c) 

y = Vi (a + c — b) 
gefefet mcrben; fubftitutrt man biefc fficrt^c ^on ^ unb y in bie tjorifle 
©lei^ung, fo fommt 

COS. (a -(- c) -|- COS. b = 2 . cos. 1/2 (a -|- ^ H" c) ^os. 1/2 (a -)- c — b), 
unb wenn man biefen ®ert^ für bie Summe bet beiben ßopnu^ in 
©leic^ung (14) fefet, 

(.s.v. 1/., ß)^ = - '''' '1^ (^ + ^ + ^^ '''' V^ (a + e - b) ^ 

J)ie Sluöfü^rung bct logaritl^mif^en Ste^nung ifi ber ^Sercc^nung 
na(^ @Iei(^un9 (13) fo d^nlic^, bafi jle mo^I feinet weiteten ^uMxu 
anbetfefeung bebatf. gut bie Seftimmungen bet aSinfel « unb y i^ai 
man analog bet ©leic^ung (15) bie ©tei^ungen 
, . , , ^ . COS. 1/0 (a + b 4- c) COS. V2 (b + c — a)^ 

(sin. 72«)'^ =: : — r : ^ 

Sin. D . sin. c 

^ . ,, ,„ COS. V., (a + b + c) CO.«?. V2 (^i + b — c)( ' * ^ 

sin. a . sin. b 

3)tittet gatl. ©egeben jwei Seiten (etwa a unb y) unb 
bet eingefc^Ioffene glä^enwiufet (b). ©6 fann l^iet geftagt wet^ 
bcn 1. nac^ bem btitten Äantenwinfet (bet btitten Seite) ß, unb 2. na^ 
ben fe^Ienben äßinfetn a unb c. e«j jinb alfo l^iet jwei gefoubette 
?lufgaben ju töfen. ^ 

1. SBenn bie Seite ß gcfu(^t ift, fo giebt ©leic^ung (6) unmittclbat 
COS. ß = COS. a . COS. y -(- mi. cc.sin.y . cos. h. 
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dn. a' = «tn. « 

517?. b' = 51«. ß 

sin. & = sin, y 

(7) 
COS, a' = — c'05. a 

CO*, b' = — C0Ä./3 

cos, C' = C05. )^ 

sin,a' = swi. a 

5iVi. ß' = sin. b 

sin.y' = sin. c 

(8) 
cos.a* = — CO«, a 

CO«. /3' = — COS. b 

CO«, y' = — COS. c 

27 Berechnung der fehlenden Stücke sphärischer Dreiecke. 

^tm\ brei eiewente eineö f<)l^ätif(^en 2)rcic(I^ befannt flnb, fo fann 
man mit ^ülfe ber oben cntwicf etten ©runbfdfee bic fc^lcnben ©tüclc 
bete^ncn. I)ie gegebenen ^iMt fSnnen nun fein: 

1. 5)ie btei ^tiitw (Äantenminfel). 

2. Die btei glä^enwinfet. 

3. ßwei Seiten unb ber eingefi^tüjfene glfi(|)enn)in!el. 

4. @ine ^tiit utib bie beiben antiegenben 3ßin!el. 

5. ßwei Seiten unb ber ber einen gegenuberfte^enbe gtä(|)en»lnfet. 

6. (Sine Seite, ein antiegenber unb t\n (jeflenuberflel^enber glfi^cu^ 
winfel. 

Sir motten jefet nä^er unterfuc^en, »ie in jebem biefer fec^öj^^gdOe 
bie fe^tenben Stüde ju fu^en flnb. 

etfter gall. ©egeben bie brei Seiten a, ß unb y. 

«&ier .flnb bie brei gtci(^cnwin!el a, b unb c ju fu(i^en. 8luö ber 

gweiten ©runbformet, ©Teilung (6), ergiebt ji* 

, cos.i5 — COS. a . COS. y ,_ ^ 

C05.b = ^--. ; (9) 

sin. a . sin. y 

Diefe gormel mu^ aber umgeformt werben, xotwx jle jic^ für toga^ 

ritf)mif^e 9?e(^nung eignen fott. 6^ ift befannttic^ 

COS. b = 1 — 2 . {dn. 1/2 b)2, 

alfo 

2 {dn. 1/2 b)2 = 1 — COS. b, 
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unb wenn man für cos.b bcn äßert^ Bei (9) fcfet, 

, • 1/ K^" 1/ /^l CQg. /3 — CQg. Qg . COS, y \ 

(sin, 1/2 b)- ^=1/2(1 ^ -• ) 

' \ sin. a . sin. y J 

ober 

sin. a . sin, y -\- cos. a . cos. y — cos. 3 

isin. 1/2 b)2 = ^7^-^ -. ^ ^ • 

' 2 .sin. et .sin. y 

Da aber cos. a . cos. y -\- sin. a . sin. y = cos. (a — y), fo ift an^ 

(5tw.V2b)^ = 5 — T-^^ — ^ (10) 

l . sfin. OL . sin. ^ 

Der ßäWer biefeö 33ruc|^e^ entl^äU bie Differenj jweier (Sojinue. 

Diefe Differenj mu§ aber Kxi. ein ^robuct umgewaubelt werben, wa^ fot 

genbermapen geft^^iel^t. ©ö ifl befanntli^ 

COS. {x -\- \j) r=z COS. X . COS. y — sin. x . sin. y 
COS. (jß — 2/) = COS. X . COS. y -\- sin. x . sin. y, 

3iel^t matt bie obere ©tei^ung i?on ber anberen ab, fo fomtnt 

COS. (x — y) — COS. (x -|- !/) = 2 .sin. x. sin. y . (11) 

ffiir l^aben «Ifo l^ier eine ©Ki^ung, in xoüä)tt bie Differenj jweicr 
6ojinu6 bur^ ba6 ^robuct jweier ©inuö au^gebrüclt ifi. ©od biefe 
gormet auf unfern galt angewenbet »erben, fo ^ai man x unb y nur 
fo jtt befHmmen, ba§ 

X — y = a — y 
• ^ + 2/ = /3 
wirb. 3lu^ biefen beiben ©leid^ungen ergiebt j^i) 

^ = V2 (/3 + a — r) 

y = y^iß + y - «); 
fubflituirt man biefe ©ertl^e \iati x unb y in ©teic^ung (11), fo fommt 

cos.(a — y) — COS. ß=: 2. sin. 1/2 (^+« — y)sin. 1/2 iß~\-y ~ cc)l 
fubftituirt man enbtic^ biefen ffiert^ tjon cos. (u — y) — cos. ß in 
©tei^ung (10), fo fommt 

jdn. V,b)2 = ^^' V^ (/3 + « - r) . ^^V^. V2 (/3 + r - «) . ^12) 

5tn. a . sin. y 

voi\6^t^ eine für logarit^mif^e Segnung geeignete gormel ift. 

Diefer gormel analog \^ai man auc^ 

sin. ^'2 (« -\-ß ■ y) •'f^''- ^, -j f a -|- 7 — ßy 



{sin. ^/^Siy = 



sin. ß . sin. y 






(12) 
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%U SScifptcl iur 8fttdful§>wtt8 ber 8le(|tttttt9 mafl golflenbe« bienen: 
66 fei a = 80o, ß = 104o, y = 62«, fo {fi 

V2 (ß -\- a — y) = 610 
\^2 (^ + y — «) = 430 
log.sin.&lo r-^ 9,9418193 
Zogr. MW. 430 = 9,8337833 

19,7756026 

— log, sin. 800 = 9,9933515 

9,7822511 

- log. sin. 62o = 9,9459349 

log. {sin. Va b)2 = 1,8363162 

log. sin. 1/2 b = 1,9181581 
1/2 b = 55055' 7,4" 
b = 11 10 50' 14,8". 
ßbenfo ift au4 a unb c ju itxtä^ntn. 

ßweiter galL ©ejebcn bie btei gldc^cnwinfel a, b, c, gc* 
fu(||t bie btei Seiten a, /3, y. 

3ut Söfung biefer aufgäbe mu§ man bad ^olarbreied §11 ^ülfe 

ttei^men. ©tott ß ju beftimmen, fu(i^t man nur ben gla(|en»infel h* 

be^ ^platbreiedd nac^ ®Iei(^ung (9); man ftnbet 

, , COS. 3' — COS. cd . cos. y' 

cos.h' = ^-—. — - — ; — ; — — • 

sin. a' . sin. y' 

2)a aUx bie ffiinfel «', ß\ y' ßomplemente ber gegebenen ®in!el 

a, b, c finb, fo fanu man cos.a* mit — co«. a, cos.ß* mit — cos.h, 

unb cos. y* mit — cos. c, unb ferner noc^ bie ©inud »ou «' unb y* mit 

ben ©inuö öon a unb c »ertauf^cn (©leic^ung 8), unb fo er^tt man 

, , cos. b + COS. a . cos. c 

COS. b' = H ; 

sin. a . sin. c 

66 ifi aber auc^ cos.h* = — cos.ß, fotgli^ 

^ COS. b + COS. a . CO«, c ,- on 

CO«. /3 = H : (lo) 

«in. a . 5wi. c 

Diefe gormel ift gerabe fo »ie bie oben für cos.h gefunbene iura 
Sel^uf logariti^mifc^er 9te(|)nung umzuformen. 

®cit 

2 . (sin. 1/2 ßy = 1 -^ cos. ß, 
fo l^at man mi^ 
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^ , . , , /,^„ , cos, b + CO«, a . CO«, c 

2 («zw. ^iiP)^ =1 r . — • 

8m. a . sin, c 

« , . , / /,x« **w- ä- • **w. c — cos, a . cos, c — co«. b 

2 (5iw. Va P)^ = -' : 

' «t72. a.^tn.c 

ar * 1/ /a^9 CO«, (a 4- c) + cos, b ' 

2(«iw. Y2p)2 = — -^— H — ^-^^^-^ .... (14) 

'^ stn, B, . sin, c ^ ^ 

Die ©umme bcr beiben (Soflnud im ßdl^ler ifi notfi in ein ^tobuct 
ju ))erwanbeln. ^bbirt man bie beiben @Iei(|iungen 

cos, (a -\- y) z= cos,jj,cos,y — sin. x, sin, y 
cos, {x — y) = ^ö*' ^ • <^ö*' y ~f~ ^w. ^ . «in. y, 

fo fommt 

cos. {x 4" J/) H~ ^^** ('^ — ^) =^ 2 ^^^- ^ • ^^** y* 
@on nwn a? -|- !/ = ^ + ^ ^"^ ^ — 2/ = b fein, fo mufi 

^ = V« (a + b + c) 

y = Vi (a + c — b) 
gefegt metben; fubflituirt man biefe SBettl^e )7on o; unb r/ in bie «zotige 
©leic^nnfl, fo fommt 

cos. (a + c) -f- cos, b = 2 . cos. Va (a -|- b'-j- c) cos, 1/2 (a -f- c — b), 
unb tt>enn mon biefen ®ert^ für bie Summe ber beiben ßojinu^ in 
©lei^ung (14) fefet, 

inn, i/,ßy = - ''-'' ''' (^ + ^ + ^) ^'' V^ (a + e - b) 

' '^ 8in.Si.sin.c ^ 

S)ie Sludfü^rung ber logaritl^mifc^en SRe(^nung i\t ber Serec^nnng 

na^ @(ei4^ung (13) fo ä^nlic^, bafi {ie mol^l feiner weiteren ^udein^ 

anberfe^ung bebarf. %&t bie Sefiimmungen ber äßinfel a unb y ^at 

man analog ber ©(eic^ung (15) bie @lei(|iungen 

^ • 1 / NO <^ö'^- V*» (a 4- b -I- c) COS. 1/2 (b + c — a)^ 

(«ir?. Va«)^ = ^ : — r — : ^= '-^ 

sm. b . sin. c 

^ • ,, .« <^ö«- ^Z' (a + b + c) cos. Vo (a + b — c)' * * ^ 

MW. a . sin. b 

Dritter gall. ©egeben jwei Seiten (etwa « unb y) unb 
ber eittgef(|>loffene glftc^enwinfet (b). @d fann l^ier gefragt »er* 
bcn 1. naö) bem britten ftantenwinfel (ber brüten Seite) ß, unb 2. na(| 
ben fel^lenben Sinfeln a unb c. @$) finb alfo i^ier gmei gefonberte 
2(ufgaben gu tSfen. ^ 

1. ffienn bie Seite ß gcfuc^t ift, fo giebt ©teic^nng (6) unmittelbar 
COS. ß = cos. a . cos. y -(- •*^'*' ^ • ^''^^ y • ^'^^- b. 
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eg fei j. 58. a = 640, y == 510^ b == 82o, fo ift bie Sficci^nuna 
fplflcnbc: 

log. COS. 640 ^ 9,6418420 % s««. 64o = 9,9536602 

% COS. 510 = 9,7988718 %.5tn.5lo = 9,8905026 

T4407138 log.co8,S2^ = 9,1435553 

2,9877181 
CÖ5.640, CO.?. 510 _ 0,2758759 
.sm64o, .^«.510 COS. 820 = 0,0972116 

€os,ß = 0,3730875 
ß = 680 5/ 38''. 

@d wirb wo^l flar fein, warum man nac^ Jlbbition »on log. cos. 64o 
uttb log. COS. 510 ni^t bie unmittelbar erhaltene Äenn^iffer 19, fonbcrn 
T, unb marum man bei ber folgenben ?lbbition ni^t bie unmittelbar 
erhaltene Äennjiffer 28, fpnbern 2 genommen l^atl (ßbtnt ^Erigonomc^ 
trie §. 22.) 

9Ran fie^t »o^l an^ biefer ^luSfu^rung ber SRe^nung, bafi biefc 
gormel für bie Slnwenbunj ber Sogarit^men ni^t fonberli^ bequem ift 
ffla^ fiebenmaligem ^uff^lagen erl^ält man cos. ß. Jpot man nun S^afcln, 
xotl^t bie ©inuö unb (SoflnuS felbft \>on ^innU ju SDlinute entl^alten, 
fp iji bie {Rechnung nac^ a^tmaligem Sluff^lagen fertig, i)at man jebo^ 
fplci^e a^afeln ni^t, fo mu§ man ju bem gefunbenen SQ3ert^ \>on cos.ß 
erfl np(^ ben Logarithmen, unb ju biefem erfl ben SSBinfel auffu^cn; 
man fornrnt alfo erft na^ neunmaligem 2luff(i^lagen jum Sitl 2)ie 
©leic^ung (6) laßt fic^ jebo^ umformen. @efet man cos. y lang, y ftatt 
sin.y, fo fommt 

COS. ß = COS. a . cos. y -\- sin.a. cos. y . tang. y . cos. b 
cos. ß = cos. y {cos. a -j- si7i. a . tang. y . cos. b), 
fefct man nun 

tang.Q = cos. h .tang. y (16) 

^fo fommt 

COS. ß z=z COS. y {cos. « -(- sin. cc . tang, 9) 

cos.y I • • ^ 

COS. p ==^ {cos. a . COS. p + sm. a . sm. 0) 

^ COS. Q 

Q cos.y -_ 

cos.ß = COS. {a — p) (17) 

COS. Q 

^ai man mit »g^ülfe öon ©leic^ung (17) ben SQÖert^ beö J£>ülf^n)infelö q 
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gefunben, fo flnbet man ß leicht na^ ©letc^ung (16). flltf^mtn mir baö 
o^en iia^ .Olei^ung (6) betet^ncte »eifptel. ©ö fei alfo a == 64», 
)^ = 5lo, b = 820. 

hg. cos, h =r 9,1435553 

logAang.y = 10,0916308 

log.tang.Q = 9,2351861 

() = 9045' 6,6" 

a — Q = 54n4'53,4'' 

log. cos, y = 9,7988718 

log, COS. Q =r 8,9936789 

1,8051929 
+ log, COS. ia — q) = 9,7666179 

hg. COS. ß = 9,5718108 
ß = 680 5' 38". 

^ia tft bie Aufgabe na6) jiebenmaltfl^cm Sluff^lageu gclöft 
S)ie gptmeln (16) unb (17) laffen ji^ au^ unmittelbar au^ ber 
S3etra(i^tun9 ber gigur ableiten. 3Jlan benfe [lä) in gift. 23, Seite 52, 
eine 8inie tjon i na^ fl^jofl^n, fo wirb ber ®infel a in jmei S^l^eile 

giQ. 25. 




COi unb iOJ5 flet^eitt. Um ni^t burc^ bie perfpecti^if^e Seid^nun^j 
ber gig. 23 unb bie in ber gigur enthaltenen ni(^t gu biefer SSetradj^tung 
gehörigen Sinien irre gu ma^ttif feien in gig. 25 bie ebene 1 mit ben 
gu biefer S3etra(i^tung gelg>8rigen Linien unt^erfürjt bargefteHt. 
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Die »u^flaben 0, C, B mh L bejet^men in gig. 23 unb in 
gij. 25 biefelben «ßunlte. Der ffiinfet C0J5, gig. 25, ifi ber bidfier 
fletd mit a begei^nete. Segeic^net man nun ben 9Binf el jS L mit 9, 
fo ifl lei^t bie 3;angente bed Sinfeld 9 ju befHmmen, benn ed ifl 

dlnn aber ift B L = sin. y , cos,h (©teic^ung 5) unb BO = co8.y 

(®lei(^ung 1), atfo 

co8.h,8in.y , 

tang, q = = co». b . fang, y. 

3ft nun 9 befanut, fo flnbet man leicht OL ate ^^potenufe bed 
ret^twinfeligen ©reied^ OBL, benn ed ift 

^j ____ OB co8,y 

COS. Q COS. Q 

Um aber enblic^ OC ober ben SBerti^ »on cos.ß gu flnben, l^at 

man nur bie ^ppotenufe OL mit bem ßojlnud beö SBinfeW LOC, 

wä6)tx a — ^ tjl, gu multi)>ticiren. SWan ^at alfo 

co8.ß = OL. COS. (a — q) 

cos.y 
COS.ß = cos, (a — Q). 

COS.Q ^ 

3fl einmal ß berecf^net, jlnb alfo bie brei Seiten a, ß unb y bt^ 
lannt, fo fann man bie no<i) fei^lenben SBinfel a unb c bed brüten 
gaUed lei(|t iux6) Slnmenbung ber gormel (12) finben; allein ed lägt 
fi(^ au(| eine gormel finben, um a unb c birect gu berechnen. 

Um c gu beretfinen, mufi man offenbar eine ©leic^ung i^aben, in 
welker bie befann^en ©rögen «, y unb b nebft c ijorfommen. Äcine 
ber @runbflleic|^unflen leiftet biefer gorberung @enfige. Um eine @lei^ 
<^ung gu erl^alten, welche b unb c entl^ätt, ijerbinbe man bie erjle ber 
@lei(^ungen (6) mit ber gu^eiten^ in bem man ben SBerti^ i>on cos. ß au^ 
ber erßen in bie gmeite fe^t; ed fommt aldbann 
COS. y = (cos. ay cos. y -j- sin. a cos. a . sin. y cos. b -(- sin. a . sin. ß . cos. c. 

®efet man nun für (cos. «)« feinen SÖertl^ 1 — (sin. ay, fo ^ebt fl(^ cos. y 
auf beiben ®eiten, alle6 Uebrige Ugt fl^ bur(^ ben gemeinf(|aftti(i^en 
gactor sin.a bioibiren, unb man eri^ilt fo bie ©leic^ung 

sm. a . COS. y == cos. a . sin. y cos. b -|- sin. ß cos. c. 

S)iefe ®lei(^ung enti^ält aber no6) bie unbe{annte @röge sin.ß; ed tfl 
aber na^ @leicbung (4) 



i 



^ercci^nung ber fel^Icnten ©türfe ^Jp^axi^^tt Dreierfe* 63 

. a sin.y.sin.h 

sin.ß = ; 

8tn.c 

fe^t man tiefen SQert^ in bte ))Drige ©(ei^^ung, b{))ibirt man aUhann 

mit 5m.y, fo lommt 

sin. a . cotang. y = coä. a . cos. b -f- «in. b cotang. c 

ober 

Äzw. a.cos.b , , . , 

Z 1 = cos, a . cos, b -4- sin. b . cotana, c; 

tang,y cos.b ' ^ 

fe^t man nun 

fang, y . cos,h = fang. Q (18) 

fo »itb biefe ©lei^ung 

sin.a,cos,h , , . , 

— :: = cos, a , cos. b + sin. b . cotana. c 

tang.Q ' ^ 

ttnb baraud 

cotana. c = cotana, b ( — ^ — — co«. a i 

cotatia.h , . 
cotang. c rr= — r— — {sin, a cos. q — cos. a . sm. q) 

sin. o 

tanq. b . 

tang. c = -: — --= sin. g (19) 

^ sin. {a — q) 

^at man nac^ gormel (18) ben 9Din!eI (f gefunben, fo giebt ©leic^ung 
(19) ben fflinW c. 2)ie augfu^tunfl ber Sttä)nvinq ifl ber oben (§. 26) 
gemalten fo iJ^nli^^, bafi fle tooi)l feined befonbeten Seifpield bebatf. 

3ur Sere^nung bed fSiinUU a l^at man analog bie @Ieid^ungen 
(18) unb (19) 

fang, b . \ 

fang, a = y-^ r sm. q ,^,,. 

^ tang. (y — q) ^ (20) 

tang. q = tang. a . cos. b ' 

5)ie gotmeln (18) unb (19) l^dtten noc^ weit teiltet unmittelbar 
au^ bei: %xim entwitfelt »erben Unntn. ^an flnbet bie Slangente be^ 
aOSinlefö c (ffiinlel LCA, gig. 23), inbem man AL bttr(f> LC Wu. 
birt, alfo 

AL 
tang.c = Y~r' 

©d ifi aber nac^ ©leiiä^ung (3) AL=^^sin.y.sin.h. ©d ift ferner 
LC =: OL. sin. (a — p), wenn p biefelbe Bebeutung »ie in §. 26 
bel^ält. ' « 
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gür Oi läßt p^ fubpituircn -^ ober S , alfo 

sin. Q sin. Q 

j ^ sin, y . cos, b ,mi, (g — 9) 

Sin, Q 

unb enblicfe, wenn man für AL unb iC i^te ffiert^e fe^t, 

. , sin, y , COS. b . sin. (« — p) 

tancf. C = sin. y . sin, b . -. ^^ ^— 

sm, Q 

ober 

tanci, b 

tang. c = -; — —^ sin. p. 

svn, (a — p) 

3ur Sered^nung bed .i^ulf^winfeld p ^at man mie oben §. 26 bie 

@lei^ung 

<an^. p = cos. b . ^awgr. y. 

SSterter gall. ©egeben eine Seite (etwa y) unb bie bei^ 
ben anlieflenben SBinfel (a unb b). 3)ie fe^lenben« ©tütfe flnb btc 
beiben Seiten a unb ß unb ber britte SBinfel c. J)iefc fe^lenben Stücf c 
finben wir buriä^ ß^h^^^^H ^^^ ^olarbreied«; buriä^ y, a unb b flnb 
bie ©rßßen C, cd unb ß' Mannt 2)er ©tei^unfl (16) unb (17) gang 
analog i^at man aber 

tang. %p ■= cos. c' . tang. ß* 

unb 

. cos, ß* 

cos.y = ^ COS. (w — ^b). 

cos, 7\> 

9iun aber laßt {1(3^ »egen ber ©igenfc^aften be« ^Jotarbrcicrfö co«. }^' 
mit — cos,Gf cos.ß* mit — cos,h, cos,d mit — cos,y, fang.ß' mit 
— ifan^.b, af mit 180<> — a öertaufc^en, unb fo er^lt man 



ober 



unb 



COS. c =r — *—■ . C05. (180<^ — a — 1/;) 
cos, c =±= — . . COS. (a + ti^) 

COS. ^ . ' 



^a«^. ^ = COS, y . ^awjr. b. 
2öitt man baS negatiJje 3^^«^ im aöert^ i)on cos. c ^ermeiben, fo 
fefce man nur 90» — 9 jtatt t^, fo l^at man 
cotang, (p z= cos, y , tang, b \ 

co5.b . , ,f (2^) 

cos, c = -: — . sin, (a — (p)\ 
sin,(p • ^ > 



©ered^nung ber fel^Iettben Stficfe f^jfiärifci^et ©rciedfe* 66 

DuT^ biefc ©leici^unflen Ifl ber brftte ©infel befltmmt. ®tf)tn »tr 
nun gut auffu^ung einer gormel über, mit J^filfe bereu bie fel^Ieubeu 
Seiten bete^jnct werben Wunen. 

SDBenben wir bie ©let^ung (20) auf bad gJolarbreied an, fo l)at man 

. tang.of . 

fang. BT = —, — -rar rr sin.if 

^ sin. (ß* — ^) 

unb 

tang.il> = co8,c\tang.a\ 

inbem man in benfelben b mit c unb y mit ß «»eriaufci^ unb bann 

lommatifirt. 93ertaufd^t man nun in biefen @Uei^ungeu, wie man ed 

wegen ber (Sigeufd^a^en bed ^olarbreiedd tl^un Unn, tang.a/ mit 

— tang. a, tang. d mit — tang. y, ß mit 180^ — b, cos. c' mit — cos. o, 

fo fommt 



ober 



y sin. (1800 — b — ^) 



sin. (b -f t^) f ^ .22) 

unb ( , ^ 

tang. ip = co*. y . tang. a / 

J)iefen gormein analoj f)ai man jur Seflimmung ber ©eite ß 
tang.'^ = cos.y .tang.h \ 

^ tang.y .1 (23) 

fünfter ^all ©egeben jwei Seiten (ß unb y) unb ber 
ber einen gegenüberflel^enbe SGÖinfel (b). J^ier lann gefragt 
werben 1. na^ bem ber anberen Seite gegenfiberliegenben SBinlel c, 
2. nai) ber britten Seite a, unb 3. na^ bem eingef^lojfenen SBinlel a. 
Um bie erfte grage ju beantworten^ l^at man bie ©lei^ung 

sin. ß : sin. y == sin. b : sin. c, 

worau6 folgt 

sin.y . , 
sin. c = -; — -z sin. b. 
sin.p 

3ur Sere^mtng ber Seite a lann man unmittelbar bie ®lei^un^ 

flen (16) unb (17) anwenben. ©leic^ung (17) giebt 

COS. ß. cos. Q g... 

cos. (a — P) = ^ (24) 

^ ^ cos.y 

a5er ,&illf«winlel q ijl aber bur^ bie ©leic^ung 
tang. q = cos. b . tang. y 

SRüIUr, ebene unb fp^ärifc^e arfgonometrie. 5 * 
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gcfleben. ^at man aitt q unb a — q icte^nct, fo finbet man an^ 

Ui^i a fcftf}. 

Um bcn eingcfd^Ioffenen ©infcl a ju Berechnen, nehmen wir bie 

®let(^ungctt (23) 

tang.tl; = ^an^. b cos. y 

sin, (a -|- p) = — ^^ sin. ib. 
' ^ tang.ß 

5)ie erjie bicfer ©lei^unaen giebt ^, bie jwcüe a -f- ^f »ona^ 
man lei^t a fclbfl flnben fann. 

®c(3^^ter gall. ©egeben gwei SBinfel (b unb c) unb bie 
bem einen gegenuberflel^enbe ©ette (y). ^ui^ l^iet finb brei Sluf^ 
gaben ju Wfcn: 1. ifi ju fuc^en bie bem jweiten gegebenen SQSinfel ge;* 
genüberliegenbe Seite ß, 2. bie eingef(i^lo{fene Seite a, 3. ber britte 
SÖinfel a. 5)ie ®titt ß finbet man imä) bie ©lei^ung 

dn, c : dn. b = iww. y : dn, ß, 

worauf folgt 

^ dn.h 
8in.ß == -: — sin.y. 
sin, c 

J){e eingcf^loffene Seite a finbet man ol^ne ©eitere« burc^ bie gor^ 

mein (18) unb (l9). Oleid^ung (18) giebt 

fang. Q = cos» b . tang. y ; 

ifi 9 auf btefe 3öeife gefunben, fo finbet man a — (>, alfo aud^ a felbft 

bur^ ®lei(i^ung (19), benn pe giebt 

^awgr.b . 
8xn. (a — o) = — ^ — Äiw. o. 
^ iang,c ^ 

5)en britten SDBinfel a finbet man bur^ bie ©lei^ungen (21); bie 
etfte giebt 

cotang,(p = cos.y tang,hf 
unb wenn tp befannt iji, fo giebt bie folgenbe a — <p, alfo a felbft, 

benn na^ ü)x ifi 

. . ^. cos.c . 
5in. (a — cp) = r • sin, qp. 

^ COS,D ^ 

2S Zusammenstellung der Formeln, ^nx itqutmtttn Ueberfi^t 

mag i^ier noc^ eine SwfammenfieHung Der oben enttpidetten, jur Sereci^;^ 

nung ber fei^lenbcn ©tiitfe fpl^ärif(i^er J)reiede bienenben gormein folgen. 

©rfter gall. ©egeben er, /3, y. 

co8,a — cos, ß, cos. y 

COS.Sk = : — -z — r - 

sin, ß , sin. y 



, 60$, ß — , cos, a . cos, V 

cos, b = —, 1 

- sin, a . 8in. y 

cos, y — cos, a . cos, ß 

cos, C ^^^ , » Ji f 

stn, a . sin, ß 
ober für logaritl^mif^e fStt6;^xiUix^ umgewanbelt: 

(sin. <U a)^ = ^^' ''' ^" + ^ — ^^ ^^'^' '/^ (^ +'y - ^) 
' sin, ß. sin, y 

(sin. lA b)* = ^. Va (^ + « - y) ^n. % (^ 4. y - «) 
' 5ZW. a.5^w. y ' 

(«n. 1/, cp = ^'"- '/^ (y + « - ^) ^»"-V. (y +/ - «). 

^72» a . «zw. ß 

3»eiter ^Jalt ©eflebcn a, b, jc. 

_ C6S. b -f-- cos. a . coÄ. c 

cos. ß = r : 

5in. a . 5tw. c 

ober 



(sin.y ff)o — ^^^' V2 (Q' ^ ^ + c) cog.y, (a + c — b) ^ 
J)iefem analog finb bie SGÖertl^e ijon co«. a, («iVa. Vaa)», cos.y unb 

Dritter gall. ©egeten a, y unb b. 

cos, ß = C05. a . COS. y — sin. a . sin, y cos, b 

ober a cos,y N i , 

cos.p = ^ cos, (a — o) / 

COS,Q ^y « 



tang.Q = cos.b.^cm^. y 

tanq, b 

tonflr. c = -r — 7—*^ r • sin, o 

^ 5t?2. (a — q) 

tang. q = tang-. y cos. b 

tanq. b 

tanq.Q, = -r — 7-^ r sin,Q 

^ sin. (y — 9) 

tow^. ^ = ;^ai2^. a . cos. b 

SSierter galt, ©egeben a, b unb y. 

cos,\} , . ^ 

COS. c = -T sm, (a — 9) 

cotang. (p = tow^. b co«. y 

tanq.y . , 

^ sin. (b + ^) 

tang.ilf = cos. y. tang. B, 



i 



tang.ß = - — ^ ^', , ^ 
^ '^ «w. (a -j- tli)^ 

tang. ^ = cos, y . ton^. b 

günfter gatl. ©cgeben /J, y uiib b. 

«». c = -: — ä • ^^« b 
8in,ß 

. . ÜOÄ. O . COS. ß 

cos, Ca — p) == ^ 

^ cos, y 

fang, q = cos. b fang, y 

sin, (a + ^) = ^'^ sin.ilf 

^anjr. ^ =- fang, h cos. y 

©e^ötet %all Öegeien b, c unb y. 

. ^ 5tn.b . 
s%n.ß = -:; — sin.y 
% «n. c 

. ^ ^ tanq.h . 

«n. (« — o) = 7-^— sin. Q 
^ lang, c 

tang. q = cos. b . ^«ni^r. y 

' . , . CO*, c 

cotang. 9 = co*. y . tang. b 
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Xafel ^er trigonometrifd^en ^unfttonen 



G. 


M. 


Sinus. 


Cosinus. 


Tang. 


Cotang. 


M. 


G. 








0,000000 


1,000000 


0,000000 


infinit 





90 




10 


0,002909 


0,999996 


0,002909 


343,77371 


50 






20 


0,005818 


0,999983 


0,005818 


171,88540 


40 






30 


0,008727 


0,999962 


0,008727 


114,58865 


30 






40 


0,011635 


0,999932 


0,011636 


85,939791 


20 






50 


0,014544 


0,999894 


0,014545 


68,750087 


10 




1 





0,017452 


0,999848 


0,017455 


57,289962 





89 




10 


0,020361 


0,999793 


0,020365 


49,103881 


50 






20 


0,023269 


0,999729 


0,023275 


42,964077 


40 






30 


0,026177 


0,999657 


0,026186 


38,188459 


30 






40 


0,029085 


0,998577 


0,029097 


34,367771 


20 




f 


50 


0,031992 


0,999488 


0,032009 


31,241577 


10 




2 





0,034900 


0,999391 


0,034921 


28,636253 





88 




10 


0,037807 


999285 


0,037834 


26,431600 


50 






20 


0,040713 


0,999171 


0,040747 


24,541758 


40 






30 


0,043620 


0,999048 


0,043661 


22,903766 


30 






40 


0,046525 


0,998917 


0,046576 


21,470401 


20 






50 


0,049431 


0,998778 


0,049491 


20,205553 


10 




3 





0,052336 


0,998630 


0,052408 


19,081137 





87 




10 


0,055241 


0,998473 


0,055325 


18,074977 


50 






20 


0,058145 


* 0,998308 


0,058243 


17,169337 


40 






30 


0,061049 


0,998135 


0,061163 


16,349855 


30 






40 


0,063952 


0,997953 


0,064083 


15,604784 


20 






50 


0,066854 


0,997763 


0,067004 


14,924417 


10 




4 





0,069757 


0,997564 


0.069927 


14,300666 





86 




10 


0,072658 


0,997357 


0,072851 


13,726738 


50 






20. 


0,075559 


0,997141 


0,075776 


• 13,196883 


40 






30 


0,078460 


0,996917 


0,078702 


12,706205 


30 






40 


0,061359 


0,996685 


0,081630 


12,250505 


20 






50 


0,084258 


0,996444 


0,084558 


11,826167 


10 




5 





0,087156 


0,996195 


0,087489 


11,430052 





85 




10 


0,090053 


0,995937 


0,090421 


11,059431 


50 






20 


0,092950 


0,995671 


0,093354 


10,711913 


40 






3Ö 


0,095846 


0,995396 


0,096290 


10,385397 


30 






40 


0,098741 


0,995113 


0,099226 


10,078031 


20 






50 


0,101635 


0,994822 


0,102164 


9,788173 


10 




6 





0,104529 


0,994522 


0,105104 


9,514365 





84 




10 


0,107421 


0,994214 


0,108046 


9,255304 


50 






20 


0,110313 


0,993897 


0,110990 


9,009826 


40 






30 


0,113203 


0,993572 


0,113936 


8,776887 


30 






40 


0,116093 


0,993238 


0,116883 


8,555547 


20 




« 

G. 


50 


0,118982 


0,992897 


0,119833 


8,344956 


10 




M. 


Cosinus. 


Sinus. 


Cotang. 


Tang. 


M. 


G. 
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G. 


M. 


Sinus. 


Cosinus. 


Tang. 


Cotang. 


M. 


G. 


7 





0,121869 


• 

0,992546 


0,122785 


8,144346 





83 




10 


0,124756 


0,992187 


.0,125738 


.7,953022 


50 






20 


0,127642 


0,991820 


0,128694 


7,770351 


40 






30 


0,130526 


0,991445 


0,131653 


7,595754 


30 






40 


0,133410 


0,991061 


0,134613 


7,428700 


20 






50 


0,136292 


0,990669 


0,137576 


7,268726 


10 




8 





0,139173 


0,990268 


0,140541 


7,115370 





82 




10 


0,142053 


0,989860 


0,143508 


6,968234 


50 






20 


0,144932 


0,989442 


0,146478 


6,826944 


40 






30 


0,147809 


0,989016 


0,149451 


6,691156 


30 






40 


0,150686 


0,988582 


0,152426 


6,560554 


20 




- 


50 


0,153561 


0,988139 


0,155404 


6,434843 


10 




9 





0,156435 


0,987688 


0,158384 


6,313752 





81 




10 


0,159307 


0,987230 


0,161368 


6,197028 


50 






20 


0,162178 


0,986762 


0,164354 


6,084438 


40 






30 


0,165048 


0,986286 


0,167343 


5,975764 


30 






40 


0,167916 


• 0,985801 


0,170334 


5,870804 


20 






50 


0,170783 


0,985309 


0,173330 


5,769369 


10 




10 





0,173648 


0,984808 


0,176327 


5,671282 





80 




10 


0,176512 


0,984299 


0,179328 


5,576379 


50 






2.0 


0,179375 


0,983781 


0,182332 


5,484505 


40 






30 


0,182236 


0,983255 


0,185340 


5,395517 


30 






40 


0,185095 


0,982721 


0,188350 


5,309280 


20 






50 


0,187953 


0,982178 


0,191363 


5,225665 


10 




11 





0,190809 


0;981627 


0,194380 


5,144554 


'cS 


79 




10 


0,193664 


0,981068 


0,197401 


5,065835 


50 


" 




20 


0,196517 


0,980501 


0,200425 


4,989403 


40 






30 


0,199368 


0,979925 


0,203452 


4,915157 


30 






-40 


0,202218 


0,979341 


0,206483 


4,843005 


20 




« 


50 


0,205066 


0,978748 


0,209518 


4,772857 


10 




12 





0,207912 


0,978148 


0,212557 


4,704630 





78 




10 


0,210756 


0,977539 


0,215599 


4,638246 


50 






20 


0,213599 


0,976922 


0,218645 


4,573629 


40 






30 


0,216440 


0,976296 


0,221695 


4,510709 


30 






40 


0,219279 


0,975662 


0,224749 


4,449418 


20 






50 

• 


0,222116 


0,975020 

9 


0,227806 


4,389694 


10 




13 





0,224951 


0,974370 


0,230868 


4,331476 





77 




10 


0,227784 


0,973712 


0,233934 


4,274707 


50 






20 


0,230616 


0,973045 


0,237004 


4,219332 


40 






30 


0,233445 


0,972370 


0,240079 


4,165300 


30 






40 


0,236273 


0,971687 


0,243158 


4,112561 


20 






50 


0,239098 


0,970995 

• 


0,246241 


4,061070 


10 




G. 


m: 


. Cosinus. 


Sinus. 


Cotang. 


Tang. 


M. 


G. 
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G. 


M. 


Sinus. 


Cosinus. 


Tang. 


Cotang. 


M. 


G. 


14 





0,241922 


0,970296 


• 

0,249328 


4,010781 





76 




10 


0,244743- 


0,969588 


0,252420 


3,961652 


50 






20 


0,247563 


0,968872 


0,255517 


3,913642 


40 






30 


0,250380 


0,968148 


0,258618 


3,866713 


30 






40 


0,253195 


0,967415 


0,261723 


3,820828 


20 






50 


0,256008 


0,966675 


0,264834 


3,775952 


10 




15 





0,258819 


0,965926 


0,267949 


3,732051 





75 




10 


0,261628 


0,965169 


0,271069 


3,689093 


50 






20 


0,264434 


0,964404 


0,274195 


3,647047 


40 






30 


0,267238 


0,963631 


0,277325 


3,605884 


30 






40 


0,270040 


0,962849 


0,280460 


3,565575 


20 






50 


0,272840 


0,962059 


0,283600 


3,526094 


10 




16 





0,275637 


0,961262 


0,286745 


3,487414 





74 




10 


0,278432 


0,960456 


0,289896 


3,449512 


50 






20 


0,281225 


0,959642 


0,293052 


3,412363 


40 






30 


0,284015 


0,958820 


0,296214 


3,375943 


30 






40 


0,286803 


0,957990 


0,299380 


* 3,340233 


20 






50 


0,289589 


0,957151 


0,302553 


3,305209 


10 




17 





0,292372 


0,956305 


0,305731 


3,270853 





73 




10 


0,295152 


0,955450 


0,308914 


3,237144 


50 






20 


0,297930 


0,954588 


0,312104 


3,204064 


40 






30 


0,300706 


0,953717 


0,315299 


3,171595 


30 






40 


0,303479 


0,952838 


0,318500 


3,139719 


20 






50 


0,306249 


0,951951 


0,321707 


3,108421 


10 




18 


0* 


0,309017 


0,951057 


0,324920 ^ 


3,077684 





72 




10 


0,311782 


0,950154 


0,328139 


3,047492 


50 






20 


0,314545 


0,949243 


0,331364 


3,017830 


40 






30 


0,317305 


. 0,948324 


0,334595 


2,988685 


30 






40 


0,320062 


0,947397 


0,337833 


2,960042 


20 




• 


50 


0,322816 


0,946462 


0,341077 


2,931889 

* 


10 




19 





0,325568 


0,945519 


0,344328 


2,904211 





71 




10 


0,328317 


0,944568 


0,347585 


2,876997 


50 






20 


0,331063 


0,943609 


0,350848 


2,850235 


40 






30 


0,333807 


0,942642 


0,354119 


2,823913 


30 






40 


0,336548 


0,941667 


0,357396 


2,798020 


20 






50 


0,339285 


0,940684 


0,360680 


2,772545 


10 




20 





0,342020 


0,939693 


0,363970 


2,747477 





70 




10 


0,344752 


0,938694 


0,367268 


2,722808. 


50 






20 


0,347481 


0,937687 


0,370573 


2,698525 


40 






30 


0,350207 


0,936672 


0,373885 


2,674622 


30 






40 


0,352931 


0,935650 


0,377204 


2,651087 


20 






50 


0,355651 


0,934619 


0,380530 


2,627912 


10 




G. 


M. 


Cosinus. 


Sinus. 


Cotang. 


Tang. 


M. 


G. 
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G. 


M. 


Sinns. 


Cosinus. 


Tang. 


Cotang. 


M. 


G. 


21 





0,356368 


0,933580 


0,383864 


2,605089 





69 




10 


0,361082 


0,932534 


0,387205 


2,582609 


50 






20 


.0,363793 


0,931480 


0,390554 


2,560465 


40 






30 


0,366501 


0,930418 


0,393911 


2,538648 


30 






40 


0,369206 


0,929348 


0,397275 


2,517151 


20 






50 


0,371908 


0,928270 


0,400647 


2,495966 


10 




23 





0,374607 


• 

0,927184 


0,404026 


2,475087 





68 




10 


0,377302 


0,926090 


0,407414 


2,454506 


50 






20 


0,379994 


0,924989 


0,410810 


2,434217 


40 






30 


0,382683 


0,923880 


0,414214 


2,414214 


30 






40 


0,385369 


0,922762 


0,417626 


2.394489 


20 






50 


0,388052 


0,921638 


0,421046 


2,375037 


10 




23 





0,390731 


0,920505 


0,424475 


2,355852 





67 




10 


0,393407 


0,919364 


0,427912 


2,336929 


50 






20 


0,396080 


0,918216 


0,431358 


2,318261 


40 






30 


0,398749 


0,917060 


0,434812 


2,299843 


30 






40 


0,401415 


0,915896 


0,438276 


2,281669 


20 






50 


0,404078 


0,914725 


0,441748 


2,263736 


10 




24 





0,406737 


0,913545 


0,445229 


2,246037 





66 




10 


0,409392 


0,912358 


0,448719 


2,228568 


50 






20 


0,412045 


0,911164 


0,452218 


2,211323 


40 






30 


0,414693 


0,909961 


0,455726 


2,194300 


30 






40 


0,417339 


0,908751 


0,459244 


2,177492 


20 






50 


0,419980 


0,907533 


0,462771 


2,160896 


10 




25 





0,422618 


0.906308 


0,466308 


2,144507 





65 




10 


0,425253 


0,905075 


0,469854 


2,128321 


50 






20 


0,427884 


0,903834 


0,473410 


2,112335 


40 






30 


0,430511 


0,902585 


0,476976 


2,096544 


30 






40 


0,433135 


0,901329 


0,480551 


2,080944 


20 






50 


0,435755 


0,900065 


0,484137 


2,065532 


10 




26 





0,438371 


0,898794 


0,487733 


2,050304 





64 




10 


0,440984 


0,897515 


0,491339 


2,035257 


50 






20 


0,443593 


0,896229 


0,494955 


2,020386 


40 






30 


0,446198 


0,894934 


0,498582 


2,005690 


30 






40 


0,448799 


0,893633 


0,502219 


1,991164 


20 






50 


0,451397 


0,892323 


0,505867 


1,976805 


10 




27 





0,453991 


0,891007 


0,509525 


1,962611 





63 




10 


0,456580 


0,889682 


0,513195 


1,948577 


50 






20 




0,459167 


0,888350 


0,516876 


1,934702 


40 






30 


0,461749 


0,887011 


0,520567 


1,920982 


30 






40 


0,464327 


0,885664 


0,524270 


1,907415 


20 




G. 


50 


0,466901 


0,884310 


0,527984 


1,893997 


10 




M. 


Cosinus. 


Sinus. 


Cotang. 


Tang. 


M. 

1 


G. 



5 
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Xa^tl Ux trtgonometrif^en ^unftionett 



G. 


M. 


Sinus. 


Cosinus. 


Tang. 


Cotang. 


M. 


G. 


28 





0,469472 


0,882948 


0,531709 


1,880727 





62 




10 


0,472038 


0,881578 


0,535447 


1,867600 


50 






20 


0,474600 


0,880201 


0,539195 


1,854616 


40 






30 


0,477159 


0,878817 


0,542956 


1,841771 


30 






40 


0,479713 


0,877425 


0,546728 


1,829063 


20 






50 


0,482263 


0,876026 


0,550513 


1,816489 


10 




29 





0,484810 


* 0,874620 


0,554310 


• 

1,804048 





61 




10 


0,487352 


0,873206 


0,558118 


1,791736 


50 






20 


0,489890 


0,871784 


0,561939 


1,779552 


40 






30 


0,492424 


0,870356 


0,565773 


1,767494 


30 






40 


0,494953 


0,868920 


0,569619 


1,755559 


20 






50 


0,497479 


0,867476 


0,573478 


1,743745 


10 




30 





0,500000 


0,866025 


0,577350 


1,732051 





60 




10 


0,502517 


0,864567 


0,581235 


1,720474 


50 






20 


0,505030 


0,863102 


0,585134 


1,709012 


40 






30 


0,507538 


0,861629 


0,589045 


1,697663 


30 






40 


0,510043 


0,860149 


0,592970 


1,686426 


20 






50 


0,512543 


0,858662 


0,596908 


1,675299 


10 




31 





0,515038 


0,857167 


0,600861 


1,664280 





59 




10 


0,517529 


0,855666 


0,604827 


1,653366 


50 






20 


0,520016 


0,854156 


0,608807 


1.642558 


40 






30 


0,522499 


0,852640 


0,612801 


1,631852 


30 






40 


0,524977 


0,851117 


0,616810 


1,621247 


20 






50 


0,527450 


0,849586 


0,620832 


1,610742 


10 




32 





0,529919 


0,848048 


0,624869 


1,600335 





58 




10 


0,532384 


0,846503 


0,628921 


1,590024 


50 






20 


0,534844 


0,844951 


0,632988 


1,579808 


40 






30 


0,537300 


0,843391 


0,637070 


1,569686 


30 






40 


0,539751 


0,841825 


0,641167 


1,559655 


20 






50 


0,542197 


0,840251 


0,645280 


1,549716 


10 




33 





0,544639 


0,838671 


0,649408 


1,539865 





57 




10 


0,547076 


0,837083 


0,653551 


1,530102 


50 






20 


0,549509 


0,835488 


0,657710 


1,520426 


40 






30 


0,551937 


0,833886 


0,661886 


1,510835 


30 






40 


0,554360 


0,832277 


0,666077 


1,501328 


20 






50 


0,556779 


0,830661 


0,670285 


1,491904 


10 




34 





0,559193 


0,829038 


0,674509 


1,482561 





56 




10 


0,561602 


0,827407 


0,678749 


1,473298 


50 






20 


0,564007 


0,825770 


0,683007 


1,464115 


40 






30 


0,566406 


0,824126 


.0,687281 


1,455009 


30 






40 


0,568801 


0,822475 


0,691573 


1,445980 


20 






50 


0,571191 


0,820817 


0,695881 


1,437027 


10 




G. 


M. 


Cosinus. 


Sinus. 


Cotang. 


Tang. 




G. 



' 
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35 


M. 
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M. 
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0,573576 


0,819152 


0,700208 


1,428148 





55 




10 


0,575957 


0,817480 


0,704552 


1,419343 


50 






20 


0,578332 


0,815801 


0,708913 


1,410610 


40 






30 


0,580703 


0,814116 


0,713293 


1,401948 


30 






40 


0,583069 


0,812423 


0,717691 


1,393357 


20 






50 


0,585429 


0,810723 


0,7^22108 


1,384835 


10 




36 





0,587785 


0,809017 


0,726543 


1,376382 





54 




10 


0,590136 


0,807304 


0,730996 


1,367996 


50 






20 


0,592482 


0,805584 


0,735469 


1,359676 


40 






30 


0,594823 


0,803857 


0,739961 


1,351422 


30 






40 


0,597159 


0,802123 


0,744472 


1,343233 


20 






50 


0,599489 


0,800383 


0,749003 


1,335108 


10 




37 





0,601815 


0,798636 


0,753554 


1,327045 





53 




10 


0,604136 


0,796882 


0,758125 


1,319044 


50 






20 


0,606451 


0,795121 


0,762716 


1,311105 


40 






30 


0,608761 


0,793353 


0,767327 


1,303225 


30 






40 


0,611067 


0,791580 


0,771959 


1,29540& 


20 






50 


0,613367 


0,789798 


0,776612 


1,287645 


10 




38 





0,615662 


0,788011 


0,781286 


1,279942 





52 




10 


0,617951 


0,786217 


0,785981 


1,272296 


50 






20 


0,620236 


0,784416 


0,790698 


1,264706 


40 






30 


0,622515 


0,782608 


0,795436 


1,257172 


30 






40 


0,624789 


0,780794 


0,800196 


1,249693 


20 






50 


0,627057 


0,778973 


0,804979 


1,242269 


10 




39 





0,629320 


0,777146 


0,809784 


1,234897 





51 




10 


0,631578 


0,775312 


0,814612 


1,227579 


50 






20 


0,633831 


0,773472 


0,819463 


1,220312 


40 






30 


0,636078 


0,771625 


0,824336 


1,213097 


30 






40 


0,638320 


0,769771 


0,829234 


1,205933 


20 






50 


0,640557 


0,767911 


. 0,834155 


1,198818 


10 




40 





0,642788 


0,766044 


0,839100 


1,191754 





50 




10 


0,645013 


0,764171 


0,844069 


1,184738 


50 






20 


0,647233 


0,762292 


0,849062 


1,177770 


40 






30 


0,649448 


0,760406 


0,8540^ 


1,170850 


30 






40 


0,651657 


0,758514 


0,859124 


1,163976 


20 






50 


0,653861 


0,756615 


0,864193 


1,157150 


10 




41 





0,656059 


0,754710 


0,869287 


1,150368 





49 




10 


0,658252 


0,752798 


0,874407 


1,143633 


50 






20 


0,660439 


0,750880 


0,879553 


1,136941 


40 






30 


0,662620 


0,748956 


0,884725 


1,130294 


30 






40 


0,664796 


0,747025 


0,889924 


1,123691 


20 




G. 


50 
M. 


0,666966 


0,745088 


0,895151 


1,117131 


10 




Cosinus. 


Sinus. 

* 


Cotang. 


Tang. 


M. 


G. 
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G. 


M. 


Sinus. 


Cosinus. 


Tang. 


Cotang. 


M. 


a. 


42 





0;669131 


0,743145 


0,900404 


1,110612 





48 




10 


0,671290 


0,741195 


0,905685 


1,104137 


50 




\ 


20 


0,673443 


0,739240 


0,910994 


1,097702 


40 






30 


0,675590 


0,737277 


0,916331 


1,091309 


30 






40 


0,677732 


0,735310 


0,921697 


1,084955 


20 






50 


0,679868 


0,733335 

* 


0,927091 


1,078642 


10 




43 





0,681998 


0,731354 


0,932515 


1,072369 





47 




10 


0,684123 


0,729367 


0,937968 


1,066134 


50 






20 


0,686242 


0,727374 


0,943451 


1,059938 


40 






30 


0,688355 


0,725374 


0,948965 


1,053780 


30 






40 


0,690462 


0,723369 


0,954508 


1,047660 


20 






50 


0,692563 


0,721357 


0,960083 


1,041577 


10 




44 





0,694658 


0,719340 


0,965689 


1,035530 





46 




10 


0,696748 


0,717316 


0,971326 


1,029520 


50 






20 


0,698832 


0,715286 


0,976996 


1,023546 


40 






30 


0,700909 


0,713250 


0,982697 


1,017607 


30 






40 


0,702981 . 


0,711209 


0,988432 


1,011704 


20 






50 


0,705047 


0,709161 


0,994199 


1,005835 


10 




45 





0,707107 


0,707107 


1,000000 


1,000000 





45 


G. 


M. 


Cosimifi. 


Sinus. 


Cotang. 


Tang. 


M. 


G. 



Nein z 




Netz XU Fig,23, 



93etid^t{guttg« 



5)ie öorUtte gormet ber ^t\Xt G8 wug ilatt: 



feigen : 



• >. X cos» G • 

sen. (« — 9>) = r • s*^« 9^ 

COS. b 



. . . COS. c 

stn. (a — g)) = ^ . sen. g). 



COS. h ' 





76 




Zaftl Der 


trigonometrifc^ett ^unEttpnen tc 






. 


G. 


M. 


SinaB. 


Cosinus. 


Tan?. 


Cotong. 


M. 


G. 


43 





0.669131 


0,743145 


0,900404 


1,110612 





48 






10 


0,671290 


0,741195 


0,905685 


1,104137 


50 








20 


0,673443 


0,739240 


0,910994 


1,097702 


40 








30 


0,675590 


0,737277 


0,916331 


1,091309 


30 








40 


0,677732 


0,736310 


0,921697 


1,084955 


20 








60 


0.673B6S 


0,733335 


0,927091 


1,078642 


10 






43 





0,681998 


0,731354 


0,932515 


1,072369 





47 






10 


0,684123 


0,729367 


0,937968 


1,066134 


50 








20 


0,666242 


0,727374 


0,943451 


1,059938 


40 








3Q 


0.668355 


0.725374 


0,943965 


1,053760 


30 
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ber 



Rapier 

anfl toet me(tanir<^en $a|>ier«9abtit 
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^Ittfangöötüttbe 
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Sß X X e t) e. 



@in gränbl{(fied ©iubiunt bet SlatuttDiffenfc^aften , namentU^ aber bet 
^f)9^l, ift, wie woli^I aUgemeitt anetfannt mirb, o^ne mail^ematifc^e 
aSorlenntntffe ^axii unm&glic^, unb ^^n mancher Seite f)tx f)6xi man 
bedi^alb a\x6) ben SHan^tl betfelben bittet beflagen. 3)a nun aber bo4^ 
bie ÜJlatl^entati! fafi auf aQen i^&i^eren ©(^lulanfialten S)eutf(|^tanbd einen 
mefentli(!^en Sl^eil bed £ectiondpIaned bilbet, fo lann bet t)erMItni§mA§ig 
geringe (Srfolg bed matl^ematifc^en Unterri(|ited laum in etmad Ruberem 
gefu(^t xotihtn, aU in ber unimedma^igen 9lrt, mie berfelbe ^uftg er^ 
t^eilt »irb. 

S)er 3$ortrag ber mat^ematif^en S)idci)>Iinen wirb nintli^ )>ielfa(^ 
aHju abftract gehalten, mad bie nac^t^eilige ^olge l^at, ba^ er nic^t nur 
für bie 9laturwijfenf4>aften s^ottfommen unfru(|itbar bleibt, fonbern ba^ 
er auc^ bei ben @c^ü(ern eine meift f4)wer )u äberwinbenbe Slbneigung 
gegen bad ntat^ematifc^e @tubium ^er^orruft. 

3luffallenber SBeife treffen biefe SSorwurfe Dorjugdmeife ben geome^ 
triftigen Vintttx{6)i, w&^renb Slrit^meti! unb Sllgebra fid^ meift eine^ weit 
befferen (Srfofgeö ju erfreuen i^aben. 

©ie mat^ematiftl^en SJorfenntniffe, bereu man für ein gcbei^li(|ie« 
©tubium ber ^^p^l bebarf, flnb, totnn e« ^^ niä)i gerabe um bie 
f(^wierigften gragen ^anbelt, weber fei^r umfangrei(fi no6) Jlä)toti gugAng^ 
Ii(^. (Sd bebarf nur t^er^&Itni^m&pig weniger aber Har )>erftanbener 
@i^e, wel^^e inxä) genägenbe Uebung t^ollfommen geiftiged @igentl^um 
geworben finb. S)abur(^ ift nun ber SBeg ititld^nti, welcher beim mat^e^ 
matif^^en Unterrichte befolgt werben mu^, wenn er fruc^tbringenb fdr 
äBiffenf(|iaft unb £eben werben foQ. (Sd l^anbelt fi^ barum, bie für ben 
Iogif4)en Bufümmenl^ang, für bcn^ gortfi^reiten in l^öl^eren mat]^ematif(|ien 
3)idci)>tinen unb f&r bie )>ra€tif(fie SXnwenbung unentbel^rlic^en 3&a^r^ 
l^eiten m5gli(|^ft Uar unb s>erft&nbU4i ju entwideln unb bnxd) geeignete 



^^ Sßorrebe. 

SBcifpicIc fliit cinguÄbcn. Slitflenbd wirft eine Ueberlabung an ÜRntcriai 
«ab ein Verlieren in ©pecialitftten nnc^tfieiliget als; beim rnntfiematifctcn 
Unterri^te. 

3n btefem Sinne ^abe i6> ed oerfu^t, bit miAtigflen (jeometrifcben 
^idctplinen ju bearbeiten, unb ^voax in brei 3!^eilen^ namlic^: 

1. Die (SIemente ber thtntn ©eontetrie nnb ©tereometrie; 

2. S)ie ©lemente ber ebenen unb fpi^arifc^en irigono* 
metrie; 

3. S)ie ©lemente ber analptifcfcen ©eometrie in ber ©bene 
unb im Staume; 

tt>el(^e {mar ein ^ufammengel^driged ©anged bilben, t)on benen aber bocb 
au(fi ieber einjelne Z\)til für ft^ belogen metben lann, 

Die beiben erfien Jt^eile erfc^einen geflenwdrtifl in gtt?eiter Auflage. 
Die erfte Auflage ber ebenen @eometrie war im Saläre 1838^ bie erfte 
Slujiaöe ber Srigonometrie »ar im Sa^re 1839, freiliifi in etma« man- 
gelhafter ^ui^flattung, }u Darmflabt erf^ienen. Die barin befolgte ST^e^ 
t^obe l^at fi^ M bem geometrifc^en Unterrichte, welker mir an ber 
9tealf(fiule gu @iefen bid gu meiner Berufung na^ S^eiburg im ^a^it 
1844 fibertragen mar, t)ortreff[i(| BemA^rt, inbent ed mir namentlich 
gelang, ben ©dbulern dn lebt^afteö 3wtereffe fflr ben ©egenfianb abguge^ 
minnen unb bie erfreuli^ften ^ortf^ritte gu ersielen. 

(Sd ifl Weber für tin weitered ^ortfc^reiten in ber ^dl^eren ^aibt^^ 
mati! noä) für :pra!tif<^e ^nwenbungeu irgenb einer ^rt genfigeub, ba§ 
man bie geometrifc^en 9Qa^r^eiten einmal erlannt unb Derftanben ^at; 
jie muffen bur4> erWuternbe ©eifpiele, burc^ ^)affenbe Uebungen ju einer 
lebenbtgen Slnf^auung erhoben werben, o^ne wcl^e eine freie SSerweit* 
bung berfelben für bie 3^^^^ ^^ 9Biffenf4^aft unb bed bebend doU« 
lommen unmögti(|i i% 

SBd^renb in bem öorliegenben fflerf^^en bie SKaffe be«j ÜRatcrioI« 
in bem oben angebeuteten ®inne auf bad 9{ot^wenbigf^e bef^rdnft 
würbe, war i(fi bemüht, bie )>orgetragenen Se^ren au^ffil^rlid^ genug ju 
entwicfeln, um aui^ beim @elbftunterri(|ite ju einem üoBfommen flaren 
äSerfldnbni^ ful^ren ju fSnnen, t)orauegefet^t, baf ber Sefer aüt @on^ 
ftructionö^ unb Ste^nungdbeifpiele mit Sorgfalt unb ©enauigfeit audfitl^rt. 

gur eine lebenbige anfc^auung flnb gonftructiondaufgaben na^ 
beftimmten aMaagen bur^au« unentbel^rlic^, unb bedl^alb l^abe id) fte and) 
in bem ganjen ffierWen oon Slnfang an bur^gefu^rt. «Wur bnr(^ fol^c 
Aufgaben wirb e« möglich, hti dntm jeben ©afee lange genug lu \>er^ 



Sßorrebc* vii 

mcilcn, um t^n bcm ®cbäd^tni§ flebörtg einjuprägcn unb feine SSebeutung 
in^ rc^te ?t*t jn fcten. ©etabc biefe (SoiifhucHonSaufgaben flnb ee 
aucf); welche beim Unterri(6te bie rege Jll^eilna^me be0 @4>üler^ f)ti\>ou 
rufen unb bem Seiltet eine (Sonttole barüber bieten, wie »eit ber ©c^ület 
in bad 93erftdnbni§ bed fraglichen ®n^ed eingebrungen ifl. 

Seim ®(|uluntcni(|ite muffen biefe Slufgaien mcnigflend t^eilweife 
\xa6) einem größeren SRaa^flabe auf ber S^afet audgefül^rt werben, too* 
naä) bann bie übrigen bem l^äudli^cn gleite überlaffen bleiben fönnen. 

Ueber bie einzelnen Sll^eile bleiben nur no(fi wenige IBemerfungen 
ju ma6)tn übrig. 

Dlj^ne in fflejie^ung auf Jtenbenj unb SKetl^obe etwa« ju dnbern, 
f^ai bie j weite $(nf[age ber @Iemente ber ©eometrie namhafte 93er^ 
befferungen unb eine wefentUc^e ^rgdnjung babur^ erfahren, ba^ bie 
not^wenbigflen Se^ren ber Stereometrie, wel(|»e in ber erfien Slufiage 
gan^ fel^tten, beigefugt würben. 

@tn befonberer 93or}Ug ifl ber neuen ^ußage ber @eometrie babur^ 
gefiebert, ba§ bie giguren nic^t attein o^nt SSergleit^ beffer unb beutli^^er, 
foubern au^ weit sal^Irei(!^er {inb, aH in ber erften Auflage, wa^ t)or^ 
^ug^weife bal^er ru^rt, ba$ ein großer S^l^eit iura lei^^teren SSerftanbnig 
n7efent(i(|)e giguren, wel^e in ber erflen Slu^age nur au^ übergroßer 
©parfamfeit weggeblieben waren, nun il^re ©teile gefunben l^iaben. 

J)ur^ biefe »erbefferte gCuöftattung, bur4> forgfdltige Ueberarbeitung 
be^ ZtxM unb burA geeignete SludfäQung man^tx iMtn, welche hti 
ber früheren Auflage Iebigli(|^ bem mänblic^en Unterrichte äberlaffen waren, 
^offe i^ bad ))orliegenbe SQ3er!(|en an^ bent ©elbftunterric^te jugdnglic^, 
fo wie burc^ ein )>onftAnbiged $aragra)>l^enregifler unb ein alpl^abetif^eö 
Sn^alt^i^erjeic^nig ^ur ki^Uun Drientirung unb jum ffla^^ö^ldf^tn 
geeigneter Qtmad)i ju l^aben. 

3ur SCudfu^rung ber (Son^uctiondaufgaben ifl ein 3!rand)>orteur 
unb tin SDlaaßftab nöti^ig. Um eine befonbere ^nf^^affiing berfelben 
entbebrlic^ }u machen, finb ben »Elementen ber ebenen @eo« 
metrie« ^bbräde eined S!rand))orteurd unb einer aRaagftabdtafel auf 
flärferem ^apitx beigegeben worben. 

^u^ bie @runbs£ge ber Trigonometrie erfcf^einen, wie fc^^on 
benierft, in {weiter Auflage, ^war t)erbeffert aber ol^ne wefentlic^^e ^en^ 
berung. Sie trigonometrifc^^en gunctionen i)aU i^ aW 8inien, alö 
bie <Btikn rec^twinfeliger Dreietfe bc^nirt, in totl^tn eine Seite ber 
Längeneinheit gleich ift, weil biefe Definition einfacfier unb anfc^auticl^er 



vra «Borrete, 

ift ald bie anbete, md) toü^tx {ie aU Quotient jweiet £)Teied^fetten 
bcgeic^net werben. S)ie 8inte ift ein fleonietrif(|iei; Cegriff, ber Ouo' 
tient ift ed ni^^t; bedl^alB glaubte i^ bie etßere ^Definition an bie@pi(e 
flellen, bie leitete aber erfl aud ber Serecfinung ber %i>xmtln ttä)im\a 
feltger S)reiec(e ableiten ju müjjj[tn. 

Um beut @(fiäler ni(fit mit gmei ©(fimierigleiten auf einmal ent^ 
gegen gu treten, l^abe i^^ au(^ bie 9ere(|fnung trigonometrifd)er ^ufgahn 
im Anfang o^ne $lntt)enbung ber Sogaritl^men bur^^gefül^rt unb laf[e 
bie Senu^ung ber Sogaritl^men erfi bann eintreten, tottttt bie ^el^re ))on 
ben trigonometrifc^en Functionen an unb für ^^ Hat unb geläufig ge« 
worben ijl. — Sluö bemfelben ®runbe f^abt i^ au^ bie gormein, wel^c 
jur ©erec^nung ber fel^lenben ©tflcfe ebener unb fpf^&xi^d^tx S)rete(!c 
bienen, erfi »oOjtinbig auö ber rein geometrif^en ©etraifitung enhoidelt 
unb erft f)>&ter, gang getrennt Don biefer erften @ntiotcfelung, folgt bie 
Umtt)anblung ber Formeln, bnx^ mel^e biefelben fär logaritl^mifi^e fAt^^ 
nungen bequem gema(|t merben. 

Seil ed im Einfang immerH^in einige ©^»ierigleiten l^at, naci^ ebenen 
giguren ^^ ju einer ri^tigen «nftl^auung riumli^^er 83erll^4ltntffe ju 
ergeben, l^abe ic^ ber f<>l^4rif(|^en S^rigonometrie bie ßti^nuna ber fflt^t 
beigefügt, aud welcl^en bie ben beiben J&au<>tflguren biefer Slbt^eilung 
entfprec^enben förderlichen SKobefle lei^t l^ergefieOt n>erben Wnncn. aRü 
^ülfe biefer SDlobeHe wirb »ol^l ba« Serfiftnbnif ber entfpretJ^enben 
@ntmidelungen feine ®^n>ierig!eit mel^r l^alben. 

3)cr britte Si^eil, bie analptifcll^e ©eometrie, txji^cini iuxn erflen 
aSale. 3d^ war bei ©earbeitung berfelben bemöi^t, bux^ audfuJ^rlic^ere 
Sefprei^ung concreter %&Ut unb burd^ @onfiructiondbeif)>iele nac^ gege« 
benen ßal^lenwert^en bie l^ier neu auftretenben ©egriffe gug4ngli(ä^er ^u 
machen, olö e^ gewöil^nlic^ gef^liel^t. 3c^ glaube namentli^^ auf bicfe 
äÖeife eine »rütfe gebaut ju f^aben, »eld^e b«n 8efer über bie ©(^^»iertg* 
feiten ^inroegfü^rt, bie ^^ if^m meift beim eintritt in bae ©tubium ber 
^öl^eren geometrif^^en £idci))linen entgegenfteHen. 

Ser analptifc^en @eometrte iß bie ßdi^nunQ bed Sle^ea beigegebeit, 
avi^ xoil^tm man baa Uxptxli^t @d J^erfteOen fann, totU^t^ bur(^ bie 
)>ofitiDen Zl)Mt ber brei (Soorbinatenebenen gebilbet wirb. 



greiburg, im ^ai 1859. 



3« 3RMer. 



Snl^altSverjetc^nif. 



8tnalli^t{f(!^e ©eometrte in bet &htnt. 

(Srfied Stapiitl 

S)et ^unli unb bie getabe £inie in ber (Sbene. 

eeite 

1. IBe^itnmung eine« $un!te« in ber GBene 3 

2. (Snifrtnung gtoeier fünfte, beten Soorbinaten gegeben finb 4 

3. ®(ei(!^ung ber geraben 8inie 5 

4. ^Det 2)ttr(i^f(i^ttitt«^unft gteeier geraben Linien 8 

5. iDer ©infel gtoeier geraben Linien 9 

6. 3)ie ®(ei(!^ung einer getaben Sinte, toel^e bur(^ einen gegebenen $unft gei^t 10 

7. ^(et^ung einer Sinie, tvel^e burc!^ ^toei gegebene fünfte ge^i 10 

©om Äreifc. 

8. ®let(!^ung bed J{retfe6 11 

9. ^ie itreidtangente 13 

IDritte^ jta))tte(. 
Die eni<)fc. 

10. ^Definition ber (EUi^jfe 16 

11. ®lei(i^ung ber mip\t 18 

12. a)ie ^am)taren ber (SUi))fe 19 

13. Sßer^ltnifi ber öUi^fe ju einem über i^rer grof en SIre bef^riebenen Äretfe 20 

14. JDie (Sai^)fentangente 21 

15. SBejte^ungen ber Sangente }u ben Seitftrai^Un 2G 

IC. 5)ur^fc^nift0j>imft ber (Slli^jfentangente mit ber 3lbfciff<nare 27 



93tcrte« ilaj>tte(. 

€tttt 

17. Tiie ®Iei(i^unö bet ^axaM 29 

18. iDie ^atabeUangetite 33 

• Sünfteö Äapitel. 

Die .g)9pet6et. 

19. ©ejlnttion unb (SonPructton ber ^t^ißnM 36 

20. 5)ic ®tct(i^un<^ ber ^i))ßtxM 38 

21. !Dte Jlangentc ber «öv^erbel 40 

22. IDtc Slf^mptüten 41 

€c^6te« ^a^ttel. 
S^tan^formation ber ßoorbinaten. 

23. ^ie (Soorbtnaten etned $unfted Belogen auf t)erfii^tebene ^renft^jieme . . 44 

24. ©(j^teftüinfettge ßoorbinaten 47 

25. ?Jo(arcüorbinaten 51 

26. 5)te $olor9lci(§ung ber ^axaM • .... 58 

27. ^Jolarglei^ung ber OTt^jfe unb $^^erbel 54 

«Siebente« Äavitel. 
ßuröen l^öl^erer Drbnung unb trandfcenbente (Sur^jeVi. 

28. ^atcibtln »erfci^iebener Orbnung 5C 

29. !Die gemntfcate 59 

30. JCrandfcenbente Surfen 63 



8tnalt>tif^c ©comctrte im SWöum. 

(Srfled ^a^ite(. 

fünfte, iinitn unb D6erffd(|ien im Slaum. 

31. (Soorbmatenaren im (Raum G9 

32. 3)ie (SoorbtnatenelJenen 70 

33. 33efiimmttn9 be« ^Junfteö 71 

34. 8&nge unb Oii^tung be« 8eit|!ro'^(e« 74 

35. JDte ©teit^ung ber gl&^e 76 

86. JDie ©teid^ung ber ebene 77 

37. JBefonbere galle 79 

38. 5)ure^fc^nitte einer (SBene mit bcn bret (Soorbtnatenaren gl 

89. 5)ie ®(ei(J^ungen ber geraben ßinic 83 



40. ^ie ®hxäiün^tn bee $unfie6 85 

41. $)ur(!^f(i^nitte))unTte gerabet hinten 86 

Sioeited StapHti. 

Sixummt OberflS^en. 

42. @nt{te^ung regetmdftger Dberfld(!^en 88 

43. e^rittbrif(i^e gt&ci^cn 89 

44. eonif(]^e OBerflad^ett 91 

45. 0?otation«ot»crjl&c^en . 92 

46. 0iotatioii«etttpfotbe 94 

47. Umbre^uttg«^^))crboIotbe 95 

IDrtttee ita))tteL 
Dur(|>f(|>tteibunfl frummet Oitt^U^tn mit ebenen gld^^en. 

48. (Sinfa(!^ unb bo))^eIt geftammie ($urt>en 97 

49. Dur^fd^mtt frummer Dberp^en mit ben Soorbinatenebenen 97 

50. ^ur(!^f(!^mtte frummer Obetjfä^en mit Ebenen, toelci^e ben Soorbinaten-- 
ebenen parallel laufen . 99 

51. 5){e Äegelfii^nitte 103 



@rfle« »u4». 



*2(na(pttf(l^e Geometrie in t>er (S^ene* 



SDt ü n e r ^ anal^tif^e Geometrie. 



©rfted Caputh 



©et ^mtt mb Me gera&e Stnte in btt ®6ene. 



ir 



c 



o 



I 



ur 



A 

r 



B 



X 



IV 



Bestimmxing eines Punktes in der Ebene. JDenfen wix un^ 1 
in einer ebene imi gn einänber re^twinfeHfle, in 0, gig. 1, P(|> ^i^ntu 
^ «^ö- 1- benbe «inien XX unb Y Y gejoflen, 

fo fann mein bie Sage irgenb eineö 
^puntteö in ber (Sbtnt iainxi^ be^ 
ftimmen, baf man feine entfernung 
Don ieber ber beiben Linien angiebt. 

aSon bem ^punfte A fei ein ^itx^ 

|)enbifel ^5 auf XX unb tint^ 

^Cauf yy gefaßt, fo{fl^Ä = OC 

ber abftanb bed gJunfte« ^ Don XX, 

»äl^renb AC = OB ber «bftanb 

bea fßunfM A \>on YY ifl. 

2)ie entfetnungen eine« ^unfted Don ben ^xtn XX unb YY 

werben feine (Soorbinaten, bie ^xtn XX ^tnb YY felbfl »erben bie 

^oorbincitennxen genannt. 

2)er abftanb eineö gJuntted Don ber »re YY wirb feine «bfciffe 
«nb bie horizontale ^xt XX, nac^ beren Stiftung bie Slbfciffen gemeffen 
»erben, »irb bie ?(bfciffenajce genannt. 

a5ie äbfcijfen »erben mit x unb bemnad^ bie Slbfciffenajte ate bie 
^jce ber x begei^net. 

S)agegett »irb ber ^)aranel mit Y Y gemeffene Slbftanb eineö $nnf teö 
oott ber Slre ber x feine Drbinate genannt unb mit y bejei^net. S)ie 
Äinie YY l^ei^t be^^alb anii^ bie Drbinatenare ober bie Sljtre ber y. 



Der ^unft unb bie gerate 2init in ber (56ene. 



351e abfdffe bed fJJttnfte« ^/ gig. 1, ift 1,8 gentimeter, feine Drbi* 
mit ift 1,2«"; ober mit onberen ©orten: für ben ^nn!t A ifl Är = l,8^°» 
unb y = 1,2®°. 

Um mit .^Alfe ber Orbinaten alle mSglid^en ia^tn eined $un!te^ 
in ber @bene bejeiii^nen )U !5nnen, genügt ed nid^t, feine Slbfidnbe oen 
ben @oorbinatenaren anzugeben, man mu^ auä) miffen, ob ber $un!t 
re^td ober linfd ))on ber 3(fe ber y nnb ob er über obet unter ber ^xt 
ber a; liegt. 

©etoö^nli^^ g41?lt man bie |)ofltii>en fflert^e ber 8lbfcijfen t)on 
au^ naii ber regten ®eite; aUbann aber mu§ man aQe )}on nacb 
linW gemeffenen SCbfdffen aU negatioe bejcic^nen. @benfo »erben bie 
pofitioen Sert^e )>on y nai^ oben, bie negativen nadi^ unten geuieffen. 

^tmna^ ift für ben in ^ig. 1 mit I bejeid^neten jQuabranten: 
«ig. 1. a + 

y +• 

%ux ben jQuabranten EL: 

A a? — 

••■~- — — • — ■* 

II y +• 
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SAr ben Quabranten III: 
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y — 

gür ben Quabranten IV: 

y — 

9la^ biefen 6rl&uterungen ifl ed leicht, na^^bem man auf einem 
Statt $a)){er bie red^tminfeligen ßoorbinatenajren gebogen ^at, bie fol^ 
genben fünfte aufjutragen. 
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2 Entfernung zwoier Funkte, deren Coordinaten gegeben sind. 

@g feien xf unb y' bie Soorbinaten bed gJunfte^ A^ gig. 2, a^^y bie 
beö ^Junfte« B\ x^^xi foH bie Entfernung AB ber beiben fünfte be* 



Der ^uttft uttb bie gerate 8tnie in ber @6ene. 



frimmett. gäHt man j)on A ein ^erpcnbifcl AC auf bte Drbinate be^ 
sputtfted B, fo ifi offentar 

^C = y' — y 

9lun aber ^abcn »ir 

^^2= AO + jBC^ 
ober 

menn »ir mit d ben Jlbjianb ber beiben ^unlte -4 unb jB bejeid^nett/ 

«tf» d = V(^' — a^y + 0/" — yO^ .... (1) 

@o ift j. 33. ber Slbfianb ber beiben mit A unb B bejci^neten 
fünfte, bereu @oorbinaten am @^Iuffe bed vorigen Paragraphen gege^ 
ben »orben, 

d= V (2,a ~ 1,5)2 + (4 — 3)2 

d = Vo,82 + 12 = Vi^ei = 1,28 . . 
gfir ben 2Cbjianb ber beiben fünfte B unb C ^aben »ir 

d = V (2,3 + 3,4)2 + (4 — 2,5)2. 
3Öie groß Ifl ber Slbflanb ber g)unfte C unb D, ber «punfte 1> 
unb E, E unb 2^ u. f. ».? 

gtg. 2. gtg. 3. 

Y 





Gleichung der geraden Linie. S)ie ®efammt^eit aQer geome^ 3 
irifc^en Derter, welche ein in ^txot^yxw^ befinblic^er ^wnli bur^läuft^ 
wirb txnt Unit ober (Sur)>e genannt. 

SQBenn ber bewegte ^unft jlet^ in einer (Sbene bleibt, fo ip bie öon 
xi^xn befc^riebene 6urJ)e txnt tltnz. 

@el^t man von einem 5pun!t A einer ebenen 6utJ)e, gig. 3, ju 



6 ©er ^ttttft ttttb feie gerate Sinie in ber Stene. 

einem anitxn B über, fo inbern fic^ gleic^jeitig bie {ufammenge^örigen 
Sßert^e ))on o; unb t/ unb {war nac^ einem beflimmten @efe^e, melcbed 
Don bet SRatui: ber Suröe ab^^änflig Ifi. 

S)iefe ab^dnfligfeit, welche jwif^en x nnb y fiattfinbet, »enn bic 
bntc^ fie bejiimmten 5pnn!te jietö auf einer "gegebenen ßurüe liegen 
foDen, »irb \>vixi^ eine ©lei^ung gwifc^en ben beiben 93eränberli^en x 
unb y audgebrüdt^ wel^e man ald ©leic^ung ber @ur)>e bejei^nei 

fiut} iebe @leic^ung mit ^mei iSeränberli^en x unb y fieHt eine 
(Sur^e bar, wenn man bie {ufammenge^Srigen 3Bert1^e )>on x unb y in 
ber angebeuteten Seife aW bie ßoorbinaten eine« fünfte« betrachtet. 
S)ie eigenf^aften ber 6urj)e laffen jlc^ bann bur* IDi^cufpcn ber @lei^ 
(^ung ermitteln. 

IBetrad^ten »ir junäc^ft bie ©lei^ung ber geraben 8inie. 

gtg. 4. 3)enfen »ir yxn^ in ^ig. 4 eine 

gerabe 8inie AB burc^i ben anfangt* 
<)unlt ber ßoorbinaten gejogeit (in 
ber gigur ift ber Su^jiabe 0, »et^et 
ben 2)ur^fdg>nittdi)unlt ber ßoorbina* 
tenaxen bejeid^nen foQ, weggelaffen), 
unb t)on einem beliebigen fünfte JV 
xberfelben ein ^erpenbifel NP auf 
bie atfciffenare gefällt, fo ifi 

NP = OP tang.a, 
VDO »ir an^ ben ^unft iV^ auf ber 
geraben Sinie »d^len mögen, wenn 
man mit a. ben ©inlel bejcicl^net, 
»el^en AB mit bem i)ofltiüen ^rm ber «bfciffenajce mai^t 3lun aber 
flnb NP unb OP bie 6oorbinaten be« fünfte« N, »ir l^aben alfo au4 

y = a , tang. a, 
ober, xotnxi wir a fär tang.a fefeen, 

y = ^x (1) 

unb bied iji bie ©teic^ung einer geraben Sinie, »el^e burc^ ben 
5rnfangei)un!t ber ßoorbinaten ge^t unb »eld&e mit bem pojitioen ^rme 
ber ^bfdffenajce einen fflBinlel ma^t, beffen trigonometrif^e Xaitflentc 
gtei^ a iji. 

5)emnad^ ift 

y = 0,3 X 
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bie @leic^ung einer geraben Sinie, toel^e mit bem ))o{{ti))en Urme ber 
abfciffenare einen SBinfel öon 16» 32' 'mac^t. gerner flnb 

y = a: 

y = 2x 
bie ©leic^nngen öon Linien, welche mit bet Slbfciffenare einen SSBinfeT 
öon 450 unb öon 63» 26' machen. 

©0 longe ber gactor a in ©Teidjnng (1) poflti» bleibt, gel^t bie 
bnr^ biefe ©lei^iung bargefteHte gerabe Sinie bnrd^ ben erflen nnb britten 
Cuabranten. @obaIb aber bie gerabe Sinie iuxi^ ben jmeiten unb 
i>ierten Onabranten ge^t, »ie CD, gig. 4, mu^ ber gactor a negativ 
werben, meil aldbann einem pofittt)en x ein negatit)ed y, unb umgele^rt 
einem negattJ)en a ein pofltiöed y entfpric^t. 3n biefem galle Ifl auc^ 
ber in ber {Richtung be^ «Pfeite gejdl^lte SÖinfel, »el^en bie «inie CD 
mit bem pofltiöen ^rm ber Slbfciffenare ma4t, dn ftumpfer, olfo 
tang.a negatisj. 
@o ifi g. S3.: 

y — — Oßa 

bie ©leic^ung einer gerciben Sinie, wtl^t mit bem ))o{iti))en Slrm ber 
STre ber a einen SQBinfel J)on 139o mac^t. 

3ur Uebung confiruire man folgenbe Linien: 

1. t/ = 0,7ä 4. y = — 0,4a? 

2. 2/ = 1,3ä? 5. t/ = — 1,8 Ä 

3. y = 3,358^ 6, y = — 2,4 a?. 

3)urd& einen 5punlt N, gig. 5, ber Orbincitenare, bejfeft JTbftanb 

ijon »ir mit b U^ 
jeic^nen moHen, fei eine 
gerabe ?inie CD parallel 
mit ber bur^ ben ^n^ 
fangdpunft ber @oorbina^ 
Un ge^enben ®eraben 
^ B gcjogen, bereu ®lei^ 
^ung ift y = aa? ift. (Sd 
ifl nun leicht, auc^ bie 
©lei^ung ber «inie CD 
gn pnben. 3)enlen »ir 
nn^ auf CD einen betie* 
bigen ^unft F begei^net 




« 

8 Der ^JJunft unb bie gerate Sinte in ber @bene* 

ttttb »on i^itt ein ^et|)enbilel FÄ auf bie Sttfciffenajte gefSttt, »elcicö 
^.B in ^ fc^neibet, fo ifi 2^ä:= iVTO = 6, fotflH4^ i^J5r=jff^4-b. 
®e^en wir nun OH = a? unb -PÄ = y, fo l^abcn wir offenbar 

j/ = a^ 4" ^ (^) 

filr bie ©leic^unß ber fletaben Slttie CD. 

SDlan conftruire folgenbe Sinien, ben für 6 flefefeten 3Ä^ten»ertb 

ate gentimeter auftwflenb. 

t/ = 0,7 a? 4- 2 (a) 

y = 1,3^ — 1,5 (b) 

y = — Ißa — 3 (c) 

y = — 0,7^ + 0,6 (d) 

4 Der DtLrchschnittspunkt zweier geraden Linien. @d feien 

y = a,x -\- h) 

ttttb (A) 

y = sJx -f"b') 

bie ®Iei(|>tttt9Ctt jweier geiaben Siniett, fo finb bie Soorbinaten i^re§ 
S>ttr(i^fc^ttltte|)Mttfted offettbar biejettißctt SBert^e j)ott a? ttnb y, »el^e jn^ 
gleich beibett ©leidf^ttttgett ©ettüge leijien. gür bettiettigett SBett^ »on t/, 
loeld^er jttgTeic^ beibe« ©Tei^ttttflen ©cttöge leifiet, l^abett »it 

a^ 4" b = a'^ + b', 

V — b ^^^ 

•r = ; (o) 

a — a' 

ttttb metttt matt biefett SEDett^ t^ott <r itt eltte ber belbett @Ie{4^unsen 

bei (A) fe*t, 

ab' — b.a' ... 

y = (4) 

^ a — a' 

2)ie ttac^ bett ©lei^ttttgett (3) wnb (4) beretlinetett ßa1)hntottif^t ^oon x 
ttttb y fittb tttttt bie @oorbittaiett bed ^ttnlied, itt toel^em fi^ bie beiben 
8ittiett bei (A) eittattber fc^tteibett. 

@o l^nbett tt>ir j. S. für bett 35ttrc^fc^ttitW<)Mttlt ber beiben Linien 
(a) ttttb (b) bed Jjorigett ^aragtapl^ett 

— 1/5 — 2 öfl - o 

^— 0,7 — 1,3 ~ 0,6 ~ ' 
-1,05-2,6 3,65 _ 

y — — 0,6 ~ 0,6 ~ ^'^- , 

SCßel^ee finb bie @ootbinaten bed £>uicd^f#ttitid^unlte« bei ^gtnien 
(a) unb (c), (a) unb (d), (b) unb (c) u. f. ».? 
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Der Winkel zweier geraden Linien. Sejei^nen mir mit a ben 5 
mnhl, weisen bie 8inie AB, gig. 6, mit ß ben SÖinlel, wtl^tn bie 
ginic CD mit ber 2(xe bcr a? ma^t, unb mit y bcn fflinlel, unter 
:t)el^em fic^ ^IjB unb CD f^neiben, fo iji y = a — /3, alfo au(|> 

tang.y = ^^g^-^ — any.p (Jriaott. @. 19). 

3fi nun y = b,x -\-h W ©leid^unfl ber Siiiie AB, 

> » » CD, 

tang.a = a 
tang.ß == a', 

SOBel^en SOBinfel mcid^en bie 
-x" Linien (a) unb (b), §. 3, mit 
einanber? SBeld^en (a) unb (c), 
(a) unb (d) u. f. ».? 

©ollen bie Reiben Linien 

einanber parallel fein, fo mn^ 

tang, y = 0, atfo a — a' = 

ober a = a' fein. 

©ollen bie beiben Linien re^twinlelig auf einanber fiel^en, fo mn^ 

tang. y = oo ober ed muß ber Sienner beS ffiert^ed ton y gleich SluH 

fein, alfo 

ober 




1 4- aa' = 0, 



a'= — ~ 
a 



(6) 



3n)ei gerabe Sinien fcij^neiben fi^ unter einem xti^itn 
aQ8in!el, totnn ber gactor ton a in ber ©lei^ung ber einen 
gTei^ ifl bem negativen reciprofen SQBert^ be« gactord ton a 
in ber ©teid^ung ber anbern. S>ie ©leic^ung einer 8inie, »el(|>e 
re^^twinlelig auf 

Pelzen foD. xft alfo 



y = — 



0,7 



a; -\- b' 



10 ©er ^ixnlt unb We gerate Sinie in ber @6ene^ 

ober y = — 1,428 ar + J'. 

Sic groß ifi bet gactor ton « in bet ©leiAung einet geraben *lnie, 
»elc^e ted^twinfelig fte^t auf ber *inie (a), §. 3, auf ber ginle (b), auf 
(c) u. f. ».? 

6 Die Gleichung einer geraden Linie, welche durch einen ge- 
gebenen Punkt geht, ^tnn bie burc^ ©lei^ung (2) bezeichnete Unit 
butc^ einen geflebenett ^unlt gelten foU, beffen goorbinaten a?' unb t/ 
jlttb, fo mup man biefe fpeciellen ffiert^e as* unb y an bie ©teQe bet 
entfpteii^enben Variablen in ©Teilung (2) fe^n lönnen, mit l^a^ben alfo 

y* = aa?' -|- b 

unb bataud 

b = y' — 3,0!'. 

a)ie ©leic^ung einer geraben 8inie, »el^e but^ ben $unft a'y' 

flel^t, ifi alfo 

y — y* = s^ (a — a') (7) 

%ux ben %a\i, ba§ y' = 0, ge^t biefe ©lei^iung über in 

y = a (0? - d?') (8) 

unb bied ift bie @Iei^ung einer geraben Unit, meldte bur^l einen auf 

bet Jlbfciffenare liegenben um bie Sänge a?' tom anfang^punft bet 

ßootbinaten entfetnten ^un!t ge^t. 

7 Gleichung einer Linie, welche durch zwei gegebene Punlrte 
geht. e§ feien ic' unb y* bie Soorbinaten be« üntn, x" unb y" bie 
(Soorbinaten be^ anbetn $un!ted, fo muffen fomo^I bie Sootbinaten bed 
einen aU an^ bie Sootbinaten bed anbern $un!ted in bie ®Ie{(^ung 
(2) ber getaben 8inie paffen, »it ^aben alfo 

y = aaj' + ^ 
y" = aa!" -f b. 

3ie^t man bie le^te ©leic^ung )>on ber erflen ab, fo folgt 

yi _ y' = a (a/ — a;") 
ober 

2' ~ J^ =^^^ (« - y) . . . . (9) 
SGQel^ed ifi bie ®Iei(i^ung einer getaben ' Sinie , wel^e butd^ bie 
«punite A unb B, B nnb C, C nnb Z> u. f. »., g. 1, gel^t? 
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Gleiohung des Kroises. ^er aR{tteI))un!t bed ftreifed, ${g. 7, 8 
fei }ug(e{(^ ber ^nfangdpunlt bet ^oorbinaten. Son einem beliebigen 
«Punite F bea Ärei^umfonfled fei ein iper<)enbi!el FS auf bie abfciffen^ 
ojce gefdm, fo if» 

Oija -I- iP^a = OF^ 

ober 

^2 _[- 2/3 = r» (1) 

»enn wir ntit r ben 8tabiud be^ Äreifed, mit w bie 8lbfciffe unb mit y 

bie Orbinciten bed fünfte« F bejeic^nen. Siiefe ©leic^ung (1) ift 

bie ®Iei^ung eined jtreifed, beffen SRittelpunlt mit bem 

S)ur4f^nittdputtft ber goorbinatenaxen jufammenfälli 

3fi ber ajlittelputtft be« Äreifeft ni^^t jugleid^ ber attfan9a|)un!t 

ber Soorbinaten, fo nimmt bie ©leic^ung bca Äreifed eine anbere @e^ 

ftalt an, welche lei^^t }u entmideln ift. 

8i9. 7. ' giß. 8. 

Yl 





e^ fei 0, giß. 8, ber «nfanödijunlt ber Soorbinoten, C ber SKittet^ 
punft beö «reife«, beffen «bfciffe OG mit a unb bejfen Orbinate GC 
mit 6 begeic^net »erben ma^. 3ft nun F irflenb ein ^unlt bed Ärei«^ 
umfcinfte«, ON bie «bfciffe a, NF bit Orbinote y beffelben unb CH 
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ein ))om ajl{ttel))un!t be9 Areifed auf btefe Orbinate gefäUted $etpetu 

bilel, fo ifl offenbar 

C^a + i^J/i = ÖF2 . (A) 

6d ift aber 

(7ir = OiV — OÖ = 0? — a 
Fir= l^iV^ - NH = FN — GC = y ^ b, 
@efet man biefe SQBett^e ^on GH mxb FHin ©lei^nng (A), fo lommt 

(^ _ a)2 4. (y - 6)3 = r2 (2) 

»ig. 8. gtg. 9. 

Y 





»enn CF, bet 8iabiu^ be^ Äreife«, mit r bejei^net wirb, unb biefe 
©leid&ung (2) ifi bie ©lei^ung eine« Äteifed, beffen 8«abiu« r ifl unb 
beffen Sölittelpunft a gur »bfciffe unb b jur Drbinat^ f^at 

^uö ber ©leid^unj (1) laffen fl^ nun fe^r einfa^ mehrere fcfeott 
aui ber (Slementargeometrie belannte @A^e ))om ftrei« ableiten. 

A. au« ©lei^ung (1) folgt 

y^ = r^ — ^2 

T/2 = (r -|- a) (r — x). 
Die Drbinate y ift alfo bie mittlere proportionale j»if(^en (r -|- ^) 
unb (r — a) ober mit anbern SQBorten: SQBenn man in tintm ^inniu 
Hl S^Ö- '^i ^i«^^ Ärei«burc^meffer« tiw ^erpenbüel errietet, fo ift bae 
gwif^en bem fünfte H unb bem ftreiöumfanj lieflenbe ©tfitf HF' biefe^ 
^erpenbifel« bie mittlere ^^Ji^oportionale g»if(|>en ben beiben ©tfidcn NU 
unb iTP, in xot\6^t ber Dur^meffer burc^ ben Ißunft H (jet^eitt »irb. 

B. S>ie ©leic^unfl einer geraben ?inie, »elc^e bur^ ben $unft Js, 
gifl. 9, fle^t, ift (§. 6) 

y = a (je -\- r) (3) 

I)ie ©leic^ung einer jeraben 8inie, wel^e bur^ ben ^unli P gc^t, ijt 

y = a' (^ .— r) (4) 
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®oU in ^ut^^^niit^unft biefer beiben Sinien auf betn Utnfanfi bed 

Äreifeö Hegen, fo mixiiftn bie SQBert^e von a? unb y, »elclie jugleic^ ben 

©leidjittttflen (3) unb (4) genfifleu, aud^ no^ ber ©teid^unfl bea Äreife« 

(ßki^uni 1) ©enüge leiften. ©ur^ SD'lttlti<)llcat{on öon (3) unb (4) 

erhalt vfian: 

y^ = aa* (x^ — r^ (5) 

ffla^ Oleic^unfl (1) ifi aber 

y2 = y2 __ ^2 (6) 

SDWt benfelben ffiertl^en »on a unb y lann altt nur bann iUflletii^ 

ben ©leic^ungen (5) unb (6) Oenüje geletftet »erben, tiotnn 

aa* = — 1 
ober wenn 2 

a ' 

b. 1^. wenn ber 3)urc^f(|>nitt«punlt j»eier bur(|> bie enbpunfte N unb P 
eineö ftreieburc^meffer^ gejogener Sfnien auf betn Äreidumfang liegen 
foH, fo muffen fi^ bie beiben 8inten unter xt6)km SSBinfel f(|>neiben ($. 5). 

Die Kreistangente. (Sine gerabe Sinie 9 

y == aa -}- b (7) 

wirb einen Ärei§ 

im ungemeinen in j»ei g}un!ten f(|>neiben, beren Soorbinaten man burc^ 
eiimination an^ ben ©lei^ungen (7) unb (8) flnbet. @e^t man ben 
3Bert]^ ^on y au« ®letc^ung (7) in ©lei^ung (8), fo er^lt man na^ 
einigen Umformungen 






a6 , 1 / ggfr^ , T-g — feg 
1 + a — »^ (1 -f- «2)2 "+■ 1 + a2 

3Benn nun aber bie gerabe 8inie bei (7) ben ftrei« nur in einem 
einzigen fünfte treffen foD, fo t^iilffen bie beiben SQBertl^e öon a in 
<3Iei(^ung (9) in tintn einzigen jufammenfallen, ber unter bem SBurjel^ 
getc^en ftel^enbe Slu^brucf mug alfo oerfc^iminben. @e$t man aber ben 
unter bem Surjeljeidb^n fieij^enben ^uSbrud gleid^ ffluü, fo ergiebt fi(^ 

62 = r2 (1 + a2) (10) 

93e§eid^nen »ir mit af* unb y' bie ßoorbinaten bed SSeru^rung«^ 
jpunfte«, fo ifl bie Oleic^ung einer jeben burc^ biefen $unft ge^enben 
geraben 8inie (@Iei(|>ung 7, Seite 10) 

y — y» = a Ca — X*) 

ijber 

y = aa? -j" y — ^^ • • (11) 
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gflr ben SBBertl^ \>on b in ®Ie{dg>u«fl (7) \^(Atn toix alfo 

b = y* — aar'. 
®e6t man bad Ouabrat biefed äSert^ed gteicfi bem äSertl^e t^on 6^ 
in ©lei^ung (10), na^bem man in bemfelben für r« feinen ®ettb 
a^2 -j- y'2 fttbflitttitt ^at, fo ergiebt ^d^ na^ einigen Umformungen 

_ _ ^ 

®e^t man biefen fflertö Don a in ©leic^ung (10), fo erhält man 
aK ©leidjiunfl ber getaben 8inie, welche ben Äteid in bcn ^untttn «f 
unb y' Itt^iif 

1/ - t/' = -^ ^ (^ ~ ^) (12) 

S)iefe ©ttic^ung ber ^ei^tangente I&pt fid^ no(^ etwae umformen; 
mulfipHcirt man auf beiben Seiten mit j/*, fubfHtuirt man aUbann r« 
für Äj'a -(- y«, fo erl^alt man bie ©leic^unß 

j/2/' + a?a?' = r« . (13) 

welche ebenfalls bie ©leic^ung tintt JEangente ifl, »el^^e ben Äreiö, 
©leic^ung (8), in bem fünfte betül^rt, beffen ßoorbinaten a?' unb y' flnb. 

SJie ©lei^unfl eined 8labiu« im Äreife, ©leidjiunfl (8), weiter bm(^ 
ben Serfi^rungöpunft af\f ge^t, erl^alten voiif xotnn wir in ©tci^ung 
(9), g. 7, o:*' = unb y" = fefeen; eö ergiebt ji^ atebann 

!/ - y = J (^ — ^) (14) 

©ie butc^ ©lei^ung (14) reprdfentirte 8inie fielet aber re^twinfeltä 
"auf ber bur^ ©letc^ung (12) bargefteDten, »eil ber gactor Don x in 
@lei(|>ung (12) glei(^ ift bem negatioen reciprofen SQ3ert^e beö gactorl 
j)on a? in ©Zeitung (14) (fle^^e §. 5) ober mit anbern SQBorten: J)tc 
S^angente fle^t red^t»in!elig auf bem J)om ©erüiferungd^junfte 
inm ^xiU^nnlit be^ Äreife^ gezogenen JRabiu^. 

?(ufgab.e. Sin einen Ärei« bur^ einen au^er^alb beffclbcn 
gelegenen $unft tint Slangente ju sieben. 

^t^mtn wir ben SWittet^mnft bea gegebenen Äreife« I, gig. 10, 
jum ^nfang«^)unft ber ßoorbinaten, fo ifl feine ©leic^ung ♦ 

Ä?2 -j- y2 = r2 (a) 

3n gig. 10 fei F ber ^unft, bur^ »eichen tint Tangente an bcn 
Ärei« I gegogen »erben foD; feine Slbfciffe OJJ »ollen »ir mit m, feine 
Drbinate FH »ollen »ir mit n bejetc^nen. 
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ffla^ bem vorigen ^aragta^i^en ift bie ©(ei^ung einer 3!angente 
an ben jtretö I 

aa;' -[- yy = r« (b) 

819. 10. 




wenn a^ unb y* bie (Soorbinaten bed Serii^rung^puntted (egeic^nen, »elc^e 
au^erbem noc^ ber ©lei^ung 

Äj'a + t/'2 _ ^2 . . . (c) 

©enfifle leifien muffen. ®oII bie 8inie ®Ui6)un% (b) butc^ ben ^unft 
F" fielen, beffen (Soorbinaten m unb n flnb, fo vm^ man in ©Ici^ung 
Cb) au^^ m für Ä unb n für y fefeen fSnnen, wir l^aben alfo 

ma* -|- wy' = r2 (d) 

S)ie SÖertl^e »on /p* unb y, »elc^e ben ©tei^ungen (c) unb (d) 
gitglei^ Genüge teiflen, alfo bie (Soorbinaten bed Serö^rungdpuntted, 
f önnte man einfach burii^ (glimination ani^ biefen ©leid^ungen (c) unb (d) 
berechnen, wir »oQen iebo^ bie 85fung auf anberem SBege ))erfu(^en. 

2)ie SBert^e \>on ^ unb y', »eljie ben ©lei^unflen (c) unb' (d) 
©enüge leiflen, mi^m offenbar auc^ in eine iebe @lei(|iuna paffen, 
njel^e man bnxä) eine ßombination ber ©lei^ungen (c) unb (d) eri» 
Italien fänn. ßit^ man ©leidjiuna (d) \>on ©lelc^unfl (c) ab, fo bleibt 

^a — WÄJ' 4- y'2 — Tiy' == (e) 

SCbbirt man auf jeber Seite be« ©leidji^eitdjeidjiene biefelbe ®röfe 
i/4m2--f- 1/4^2, fo fommt 
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Sßom Äreife, 



ober 

Diefe @Iel(|>un9 (f) nun Ifl, wenn wir a?' unb y' ate Sariabclc 
betTa(|>tett, bie @Iei(|>ttttfl eine« ftreifed, beffen «abiu« V^Vi^^ + Vi«- 
ifl, »di^renb bie 6oorbinoten feine« aJlittelpunftcd ^l^m nnb 1/2^ P"^- 

S)er flefucl^te Setu^rungdpnnft muf alfo auf bem Umfang biefts 
bur^ @Iei(|^ung (f) bargeflenten ftreifed liegen, ben mir al« ben fttete 
n begeicl^nen woHen, er liegt alfo offenbar auf bem S^ur^fi^nittöpunfte 
ber Äreife I unb II. 

Um ben Areid II gu conflruiren, giel^e man bie iKinie OF, i^albtte 
biefelbe unb gleite um ben .i^albirungdpuntt C einen Stxti^ mit bem 
J&albmeffer CO, 

3)a^ ber fo flegooene ^ei« toirfti^ ber bur(|^ @tei(|^ung (f) bar^ 
fleftente ip, ifl lei^t einjufel^en, benn « i|l OD = ^i^OH = ^/^m, 

CD = 1/2 HF= 1/2 n unb 00 = 0I?2-f J>C* = (V2tn)«+ 0/2 «)'• 
3)a bie ftreife I unb II {!^ in gmei ^yxnfivx f^neiben, fo lann 
man t^on bem giuntte F gmei 31angenten axi, ben Arei« I giel^en. 



3)ritted ftapitel. 

® i e e I I i |) f e. 



10 Definition der Ellipse. S)ie Sllipfe ifl eine ebene SurtX; 
wet^e bie (Siflenf(|>aft ^at, bag für ieben ^yxMli M (gig. 11) 



8ig. 11. 




berfelben, bie ®umme ber ^b« 

. ftdnbe MJ^ nnb MP i)on itoti 

fepen jpunften F unb F* fletd 

]^ einer con|ianten@r5fe gleich x% 

©inb alfo Mf, M\ 3f ", gig. 1 1, 

»eitere Ißunfte berfelben eHipfe, f i|l 

JkfF 4- ilfF = MF 4- Af' i^ 

z=M'F + Jf " /^ == ikP" i^-t- M"' F 

w. f. w. 
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2)ie bciben jpunfte i^ unb P fül^ren ben Flamen ber ötennpunfte. 
(Sitte »Ott irgenb eittem Jpunfte Af ber (Sflipfe na(^ einem S9rentt<)unft 
flejogene Äinie MF ober 3f/^' wirb ein Seitflral^t^ radius vector, 
(jenannt. gür jeben jpunft ber enipfe (jiebt e« alfo jwei Seitflral^len 
unb bie Summe biefer beiben Seitftral^len ip nai^ obiger Definition eine 
confiante ®rö@e. 

@tne eilipfe ifl beftimmt, menn bie Sage ber Beiben Srennpunfte 
unb bie ®umme jmeier {ufammengei^Srigen igeitfhall^Ien gegeben ifl, unb 
fann no^ biefen S)aten conflruirt werben, wie bur^ folgenbeö ®eif^)iet 
erläutert wirb. 

* STufgabe. (Sa fei eine enipfe ju confiruiren, bereu Srennpunfte 
3,4 Zentimeter üon einanber abfielen unb für wel^e bie ©umme jweier 
jufammengel^Brigen «eitflral^Ien gleid^ 5 gentimetern ift. 

8lnfI6fung. ^uf einer geraben 8inie trage ma^x bie Reiben (xxi, 

unferem ®eifriel 3,4 ßentiuteter 
öon einanber entfernten) ®renu^ 
^)un!te F unb P, gig. 12, auf. 
^uf einer bena^barten 8inie 
fc^neibe man ein ©tücf mn ab, 
wel(!^ed ber gegebenen ^vimmt 
ber beiben gufammengei^örigen 
Seitftrai^len (in unferem gaUe 
5 ßentimeter) gleich ift. 

9k^bem bied gef^ei^en ift, 
befc^reibe man um ben einen 
8renn^)unft F einen Ärei«^ 
bogen ra mit irgenb einem J^albmeffer, welci^er Heiner ifl aW wn, f^neibt 
auf mn ein ®tud mq ab, wel^ed biefem Siabiud glei^ ift, unb be^ 
f einreibe enblici^ mit bem Stefl ng um ben j weiten ®renn<)unft F einen 
Äreidbogen tu. 3)ie beiben Sf^wxdit M unb Jtf , in wel(!^en ^69 biefe 
beiben «reidbogen f(|>neiben, jlnb bonn gwei giunfte ber^eUipfe. 

auf gleite SBBeife fann man xoxxi no^ beliebig »iele fünfte ber 
(Sni))fe beftimmen unb Aber fie atebann bie @urt»e giel^en. 

ßur Hebung conjiruire mm \>iti (SUi^)fen, für welci^e fdmmtlici^ bie 
@umme jweier iufammengel^Srigen geitjhal^Ien 6 Zentimeter ift; bagegen 
betrage ber ^flaub ber beiben 9renn))unlte : 

aRüner, anal9tif(^e ®eoinettie. 2 




m 
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für bie erjle 5 ecnttmefer 

» » j»eite 4 » 

• • britte 3 

» • vierte 2 » 

9la6) ^ludffil^tuug biefer aufgaben »irb man leici^t uberfe^eti, ba§ 
bie ©eflalt ber eilt^jfe ^^ einem Äreife um fo mel^r nfl^ert, je nd^cr 
bei unt^erinberter ®vimmt bet jufammengel^ddgen Seitfhal^Ien bie Reiben 
Srennpuntte einanber {leiten. 

^tx «teia ifl eine eni<)fe, für »el^e ber abflanb ber beiben SSrenn^ 
^)unlte gleic!^ SRutt geworben ifl. 

^ua ber obigen 3)eftnition ber (SKipfe ergiebt fi^ au(!^ tin mt^a^ 
nif(^ea ißerfa^ren, eine (Stlipfe in eiwa^ grSgerem üRaafßabe ttwa auf 
einer Slafel ju jie^en. ^an f^tdgt an jebe ber beiben ©teilen, »elAe 
bie S3renn<)unfte ber (SHipfe »erben follen, einen ©tift ein, befefittgt an 
biefen ©tiften bie ©nben einer ©*nur, bereu Sdnge gleic!^ ift ber Sfingc 
ber Reiben geit^ra^ten, fpannt bie ©c^nur mittetfl eineö ©tifte^ unb 
bewegt bann ben ©tift in ber SÖeife fort, baß bie ©^nur fietd gcfpannt 
bleibt. IDer SBBeg, »el^en auf biefe SBBeife bie ©pifee be^ ©tiftc« U^ 
f^reibt, ifi eine (Sflipfe. 

Gleichung der EUipse. ^ud ber im «vorigen ^aragrapl^cn ge-- 

gebenen Definition ber (Sllipfe Id§t {i^ nun au^ bie ®Iei(!^ung betfelben 

ableiten. dUl)mtn »ir bie Serbinbungölinie ber beiben örennpunftc F 

unb P, gig. 13, jur Slbfciffenare, unb ben fpunft 0, wetdber in ber 

aJlitte jwifc^en F unb F' liegt, jum Slnfangdpunft ber ßoorbinaten, fo 

l^oben »ir für ben ^unft M bie (Soorbinaten 

«ig. 18. On= as 

MH = y. 

@«'fei nun ferner 

FM = l 

PM= V 

OF — OF* == E, 

fo l^aben wir 

Z2 = (Z + xy + !/'•. (1) 
Z'2 = (JE? — ^)2 + 1/2 . . (2) 

Sejei^nen wir nun ferner bie ^unrnt jweiet iufammengel^dTtgen 
8eit|hal^len mit 2-4, fo ^oAtn wir ferner 




2)ic (Sm^ft. 19 

l + Z'-= 2A (3) 

uttb att^ btefen bxd ®Uii^nn%tn lann man burc^ eiimiwatton ijon i 
unb ? eine ©lel^MUfl j»if(i^ett ben S5«Sttberli(|>ett « uub y oMeitcn, 
»el^e bic gefuc^tc ©le^atng bet mi^^t ifi. 

Sielten »tt ©tet^ung (2) »on ®td^uttg'(l) cii, fo fommt 

72 _ Z'2 = (£ + -l.)2 _ (^ _ ^)a 

(Z -(- Z') (Z — ZO = 4-Ea: 
2^ (Z — P) = 4^Ä 

Sluö biefer ©leic^unfl ergiebt fid^ 

Z2_2ZP + ?2 = 4^ (4) 

Slua ©tct^ung (3) folgt 

Z2 -f 2ZZ' + Z'2 = 4^2 (5) 

abbtrt ttton bic beibeii ©lettf^ungen (4) unb (5), fo fommt, wenn 
man awf beiben ©eiten but^ 2 biöibtrt, 

bur(i^ abbttton ber ©lei^ungen (1) unb (2) fommt aber 

Z2 _^ z/2 _ 2(E^ 4- a?2 + 1/2)^ 
alfo x\t 

^ + ^2 = £2 + ^2 + y2. 

©efeen »ir in biefer legten ©lei^ung A^ — B^ an bie ©teile Jjon 
E^, fo ergiebt jld) uac!^ einigen jRebuctionen 

^2^2 ^ 52-p2 = ^252 (6) 

aU bie gefugte ®Iet(!^ung ber @ni))fe. 

Die Hauptaxen der Ellipse. Um bie S)ur^f^nittd))unfte ber 12 
eHipfe mit ber ^bfciffenare ju flnben, l^aben wir in ©lei^ung (6) nur 
y = ju fefeen; wir erhalten alÄbann 

X = ± A. 

3)ie bur^ bie beiben Srenn^unfte gelegte Slbfciffenare f^neibet alfo 
bie empfe in gwei ^Junften R unb S, gig. 14 (a. f. ©.), wel^ie nm 
bie Singe A 00m ÜRittelpunft ber 6urt)e abfiel^en. 

S)ie Sänge ÄS = 2^ iji bie grofie «re ber eitipfe. 2)a bie 
Summe jweier jufammengei^origen Seitfira^Ien gleici^ 2A ift, fo fann 

2* 
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mm avii) fciflen, baf bie ©umrnc ^»eicr^jufammcngel^öriaen 
ititftxaf)ltti ptx (Sllip^t gleich i^ ber großen Slxe betfefben. 

©efren »Ir tu ©lefc^urtfl (6) a? = 0, f o erl^alten xoit für bie 5>ur*^ 
f^nltt^^)unfc M unb iV; gtg. 14, ber eBi?)fe mit ber Drbinotenorc 

y = ±B. 

IDer «bflartb 2 jB ber fieiben fünfte M unb iV »irb bie «eine 
Sljce ber (SlUpfe flenannt. 

J)a FM= j^'if unb FM-\-F'M= 2A, fo ift an^ FM=A, 

äSir j^aien oben angenommen, ba^ 

I> = A^ — B^f 
unb in ber Xftat ifl -E bie eine «atmete FO beö re^troinfeliflen 3)reie(fd 
T^Oitf, beffen J&9potenufe gleic!^ A unb bejfen anbere Äat^ete gleii^ -ß ift. 

2)er abjianb FO eine« S3renn^)unfted öon bem SWitteli^unft ber 

eHipfe »irb bie (Sjccentricitat berfelben flenmmt 

giß. 15. 





13 Verhältniss der Ellipse zu dinem über ihrer grossen Axe 

beschriebenen Kreise, Sluö ©teicf^ung (6) ergiebt jl^: 

SBcnn nun um ben 3JlitteI^)unft einer eiTipfe, gig. 15, ein «rei« 
Ä^S gejogen ujirb, beffen 0iabiu« gleid^ ift ber Italien großen «re 
ber enipfe, fo tp feine ©lei^ung 

ya _f- X2 = ^2^ 
wenn »ir bie Soorbinaten be« «reife« jum Unterf^iebe t)on benen ber 
föHipfe bur^ groge ©uc^ftaben bejei(^nen, unb alfo 

y = v^2 _ X 2. 



i 
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€>c$en »« X = ar, fo ^oten wir 

,:y=f:l 

ober 

b. :^. bte ju einer unb berfetben ^bfctffe fle^örißert Drbinaten 
bcr eiHpfe tinb bed Greife« »er^ialten fi^ ju einanber, wie 
bte fteine 8lre ber ©llipfe ju ber großen. 

errietet mein alfo j. 53. in P, gij. 15, ein ^erpenbifel auf bie 
große %xt, »elc^ea in L bie eili<)fe, in K ben Ärei« f^nelbet, fo iji 

PL i PK = B i A, 
S)arauf grunbei ft^ ein weiterem SSerfal^ren, txtxt @ni))fe {u con^ 
ftrutren, xotjxxi bie große unb bie fteine %xt berfetben gegeben {inb. 9Jlan 
bef^^reibe um ben ^unft 0, welker ber SDlittelpunft ber }u conjiruiren 
ben 6^i^)fe werben foH, j»el Äreife, ben einen ntit ber Keinen, ben aw 
bern mit ber großen ^jre ald <!g)albme{fer. iBon irgenb einem fünfte 
H be« äußeren «reifet falle vxdn ein ^ßerpenbifel HJ auf bie 8inie, 
wel^e bie große $(jce ber @ni^fe werben foQ, unb giel^e ben ätabiud H0\ 
5jon bem jpunlte <?, in welkem biefer SRabiud ben Meinen Äreid f^nei* 
bet, fdfle man ferner ein fper^enbifet auf HJ, fo ifl ber gußpunit D 
biefed fper))enbireld ein g}un!t ber @IIipfe, ba 

JD i JH = OG i OH 
unb alfo an^ 

JD X JH =^ B X A, 
ba ia OG = B unb OH = A. 

fflad^ bemfelben SSerfal^ren fann man nun fo !>iel ^Junlte ber SDi^^fe 
fuc^en, aU ndil^ig {Inb, um bie @urt)e mit ®i(|^eri^eit jiei^en gu tSnnen. 
3ur Uebung conftruire man na^ biefer SWeti&obe »ier SHipfen, 
bereu große Slre ffir aBe 8 Zentimeter i% »di^renb bie Heine «re 
für bie erjie ....... 7 Zentimeter 

» » jweite 5 » 

» » britte 4 » 

» » ü)ierte 3 » 

beträgt. 

SBte groß ifl bie ejccentricitdt für iebe biefer öier ©Hipfen? 

Die EUipBentangente. 3luf d^nli^e Seife wie in §. 9 bie 14 
©lei^uug ber JtreiMangente entwi(felt würbe, ließe ^xä) nnn au^i bie 
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©Ui^ung bet geraten Unit ermitteln, mel^e eine @Qif>fe in einem 
flegebenen $nnfte Berfil^rt. S)a ater bie Slndffll^rwnfl biefed SSerfal^rcn^ 
gientti^ weitliufifle Stec^nnnflen erforbert, fo wollen wir lieber fogteic^ 
tint aQflemeine üJletl^obe entmideln, nai!^ tt)el(!^er {id^ bie @Ui^nnQ einer 
31anflente an irgenb eine ßnrt^e, beren ©(ei^nnfl flegeben ift, n>eit ein- 
fahler flnben läfit. 

SBBenn bie ©lei^ung einer (^mu flcfleben ifl, fo fann man biefelbc 
jiet« in fol^e gorm bringen, baf y aU gnnction »on a au^flebrücft tft; 
fo erfliebt flc^ i- 8. and ber ©leic^nnfl eined «reifet, beffen 3JliiitU 
^)unft mit bem Slnfangd^^nnft ber ßoorbinaten gnfammcnfaHt, 

y = Vr« — a?2 = (r2 — x^)\ 

^u0 ber ©lei^unfl ber ßttipfe erl^dlt man 

y = j(iÄ^- x^f* 
n. f. m. ober aUgemein ifl 

wo bnr(|> ba« 3>ti^tn f(x) andflebriltft fein foD, baf y eine Function Don 
Xf b. }). eine irgenb wie' )?on .^ ab^ngtfle ®r9§e fein foO. 

gtö. IG e^ ftelle mm gig. 16 bie 

(Smu bar, welci^e ber ©Uicl^ung 
!/ = jfW entfpric^t; ferner 
feien xf nnb i/' bie Soorbinaten 
eine« beftimmten ?Pnnfte^ M 
ber ßnröe, fo ^aben »ir an^ 

y =/(^) . . . . (1) 
SBenn nnn ^ (b. }). bie 
abfciffe OJV^be«enri)en<)unlteä 
M) nxn ein Stn« NR = Ä 
wd^ft, fo ift nnn bie ber ^b^ 
fciffe OR entfpre^enbe Orbi^ 
nate RP = RQ + QP 

= j/' + *• ^Ä «wn aber P 
au(ff ein $nnlt ber 6urt)e fein foH, |iaben wir ani^ 

J/' + *=/(^ -f Ä). 
e« Wfit jl^ nun /(a?' + Ä) fietd in einer nac^ flelgenben fpoteitjen 
»on h fortf^reitenben »eil^e entwideln, x^a^ in fielen gdtten f(^ott auf 
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ganj eUmtntaxtm Sege tndglic^ ifl. 2!m Siaaemeintn (Inb bie ^iactoten 
bet aufeinanbet folgenben ^otenjen »on ä toititt guncHpnen »on «*, 
bie »it ber SRetl^e no^ mit/'(^), /"(«'), /"(«O «• f. »• Uiti^ntu 
tvoDcn; roit 1)abtn alfo 

2/' + * =/(xO +/(«')Ä +/"(^)Ä» +/"(^)Ä« + 

Sieben »it »on biefei; ®I«i#unfl bie Olei^ung (1) ab, fo bleibt 

* =/(«')Ä +/'(^)Ä* +/"(OÄ3 + 
tvQiauS folgt 

J = /(^) +/'(^)Ä -f,/"(^)Ä2 + .... (2) 

S)er: Duotient j ifl aber: (ba A = PQ unb A = Jtf Q) tti(|>t« 

anbcrea afö bie triflonometrtf^e S^angente be0 SSinfeW, »el(f>en bie burcff 

bie beibcn ^m\>inpvinftt M unb P gelegte ©econte TS mit Jl/Q ober 

mit ber ^(bfciffenajre ma(fft. Renten voix und nun, bafi A Heiner itnb 

f leiner »irb, fo rücft ber fgunft P nfil^er unb ndl^er an ben ^unft M 

^txatif um mit il^m qani jufammenjuf allen, menn A = wirb, gür 

ben %aU aber, bafi P mit M jufammenf ällt, . ge^t aber bie bur^ M ijnb 

P gelegte ©ecante in eine S^angente über, »el(|>e bie 6urJ>e in M 

berührt. 

k 
S3etra(i&ten »ir ben SBertl^ bed Quotienten -r- in ®lei(|>ung (2), fo 

ifi Har, ba^ bie mit h multi<)licirten ©lieber ber jReil^e um fo Heiner 

werben, je Heiner h wirb; für A = rebucirt jl^ aber ber 2Sert|i iened 

k 
Quotienten auf/(a?') unb biefer ®reng»ert^ bed Quotienten -r-, welkem 

fl^ berfelbe um fo mei^r nähert, je Heiner h »irb, ifl natilrli^ bie tri^ 
flonometrifc^e JEangente be0 SBinfetö, »el(|>en bie in M bie 6urt)e be^ 
ru1g>renbe ®erabe LH mit ber Slbfciffenare ma^t. 

®U(|)en wir bied burd^ ein Seif))iel ju erläutern, ^ie ©lei^ung 
einer (Suröe fei 

y = m -f- nx^, 

©inb ^ unb y* bie ßoorbinaten eine^ beftimmten jpuntteö ber Äur^e, 
fo ifi au^ 

@inb a^ -{- h unb y* -{- k bie (Soorbinaten eined j weiten ^unlM 
ber (Suri^e/ fo ifl au^ 
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j/' -f Ä = w + n (a?' + /»)8 

alfo au(|^ 

ifc = dna'^h + Snj/A« + nA» 

unb 

3)ct ©tfttjtoertl^, bem jl(f> -r um fo mtf)t nSf^ttt, [t tttintx h wirb, 

{fit alfo in biefem %aüt gleid^ 3n^s, unb bied ifi bie trigonometrifc^e 
Zan^tnit bcd SBBtnfete, welken bic in af^ (b. ^. in bem SS^n^t bcffen 
ßoortinaten ar' unb y' jlnb) bie 6urs)e berfil^reube ©erabe mit bcr Slb^ 
fciffenare ma^t. S)ie ©leid^ung biefet Seräl^tenbeu ifl bemnaci^ 

1/ — y' = 3n.t?'a(«2? — ^)f 
ba »it in ©Weisung (7) ©eite 10 für a bengactor 3na?'2 jy fefeen ^abcn. 

aöenben wir nun biefc SDletl^obe auf bie SBc^immung ber Ärciö* 
tangente an. ®inb ä unb y, bie ©oorbinaten be« Seru^rungdpunftce, 
fo \jQ!citn wir 

y _ (y2 _ ^2)V« (3j 

©efecn wir y -j- A für y unb o:' -|- '^ f*'^ *f f«? tommt 
y + A = [r« — (^ + liY^ = (r2 — «^2 __ 2^A — h^f\ 
©efeen wir r^ — a?'2 _ ^ ^inb 2d/A-f- A« = v, fo ift 
y^ -^ k = (z — v^^ = z'^* — ^l^z'^'^v 4- ... 

wenn man {z — vf^ nai^ bem binomif(|>en Sei^rfafe entwirfett unb ni^t 
aber bie erfle fßotenj t)on v ^inauögei^t; »werben nun fär z unb t? tDie> 
ber i|ire alten SSQertl^e fubftituirt, fo ergiebt jl^ 

y' -f Ä; == (r2 — ^2)V« _ ij^ (^.2 -. ^^2)- ^Ä (2 ar'A + A«) 

SSirb ®Iei(^ung (3) jjon ©leic^ung (4) abgezogen, fo bleibt 



(4) 



alfo 



k = - ^^^ - ,^' + 



Ä^ a^ h 

A ~ Vr^ — a:'2 2 V r2 — ^2 ' ' " * 



.^j 



^ 



k 

mxii)x\x ift ber gefugte ©renjnjertl^ bea Quotienten -r flWc^ 

wenn man für Vr» — a?'2 feinen SSerti^ j/' fe^t 5)ie ®Iei((>un(j cinti 
©eraben, »et^e ben Äreia in bcm fünfte a'y' beml^rt, ift bemna^ 

J/ — 2/' = — J (^ - ^) 

itiereinflitnmenb mit bem in %. 9 auf anbecem äBege gefunbenen Sit^ 
fultatc. 

Sla^ biefet aJlet^iobe Iä§t fi^ nun aui) leicht bie @tet^ung bet 
©Iliyfentangente beftimmen. 3Benn a' unb y' bie (Soorbinaten be^ 
^Berü^runfl^punfte^ jlnb, fo ifi 

y=|(^2 _ ^2)V. (5) 

@inb y* -j- k unb ä' -f" ^ ^^^ ©oorbinaten einea jweiten ^unfted 
auf ber eOipfe, fo ift 

92a^ bei: fo eben beim Areife s^otgenommenen @nttt?idelung ift aBer 

mitl^in au^ 

y* -f- k = — (-42 — ^2) /» 



A A Ya^ ~ ^2 A 2 Va^ — 0:^2 

_ ^ ^A 5 A2 



JL y"^2 _ 5^2 ^2 V^2 _ ^^2 

k^__B ä 5 A 

A~ A Va^ — a?'2 ^'2y^2_ aj'2' 

• '©efet man in biefen ffierti^ ijon -r- für V-d» — ^^2 ben au^ @fei^ 

^wufl (5) flejogenen ffiertl^ -^ unb A = 0, fo er^Ü man ben @tenj* 
tt>txü) 

J32^ 
^2j,/ 

ald ben Settl^ für bie trigonometrif^^e Slangente bed Sinfete, welchen 
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bte Qt\w6)U Serül^rettbc mit bet abfcijfe^axe ma^t. 2)ie ®tei<|unfl bcr 
Xan^tnit, »el^e bic eHipfe in bcm ^unft ^'y berül^tt; iji alfo 

y — 2/' = — 2y (^ — ^) C^) 

15 Beziehungen der Tangente zu den Leitstrahlen. S)te @Ici^ 

(^unfl cincö Scltflral^fö -FW, gtg. 17, »cl^et burc!^ bcn 8rcnn<)un!t F 
ber enipfc, bcffctt ßoorbinaten j/" = itnb ^'= — £ finb, unb bm^ 
einen ^wnft M bet GIHpfe, beffen ßoorbinaten burc^ aK unb r/' bcjei^net 
werben, tfl (©lei^ung 9, gette 10) 

9-y' = zi^ ^" - ^> ^^^ 

Die triflonometrifc^e Scingente be« Söinfetö u, welchen bte im ^unlt 
M ein ble (SDipfe gejogene Slangente S T mit bem Seit^ra^l -Pitf ober 
üielmel^r mit feiner SSerlänflerunfl ML mad^t, finbet xwn no(^ bcr 

©lei^ung 

a — a* 

tanq.u = z — ■. , 

^ 1 -\- aa 

mm man a = -p^--gUnba'=== — -^^ fefet; ed ergiebt fl^ aföbann 
tang.u = 



1 — 



B^a^y' 



A^y' (x' + E) 

tang.u — ^^y (^ _|. ^ _ ß'^a^y* ~ (^^ — g2)^y/i^ A^y* E 
' ©efet man ^»g« für ^y» »^ ^2^2 „„b JS2 ^^ A^ — B^, fe 
tommt 

ober enbli^ 

B^ 
tang.u = ^ (2) 

Um bie trigonometrif^e S^angente bed SDinleld v gn ftnben, meieren 
bie Serü^renbe ST mit ber äJerlfingerung bed anbern geitjhal^rö J^M 
ma^t, ]^ot man in ©tei^nng (2) nur bad SSorjeid^en s>on E gu »e(^^ 
fein, e« ergiebt jlci^ aföbann 

tang.v = -^. 



Die efltpfe. 
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S)et Sßinlel u ipt alfo fllei(^ bein ffltitntoinUl »oii t?, ben wir mit 
t begef^nen woDen. S)ie Zanitnit S T ^albirt alfo ben ®{nfcl, welken 



?ig. 17. 




Stg. 18. 



ber eine Seftftra^l MF' 
mii betSSeriattflerungML 
bed anbern ma^t. 

e^ ergiebt fic^ bar^ 
^yx^ ein einfa(!^ed 93er^ 
fahren, \>yxxi^ txwtxi gege^ 
benen ^un!t ber @IIi:|)fe 
eine Tangente an biefclbe 
iu gießen. 3nr Uebnnfl 
jie^e man an ünx^t bei; 
früher conftruirten @ntp^ 
fen 3!angenten bnr^ bc^ 
liebtg genjöl^Ite Serül^? 
tungö^junfte. 

^xxit burc!^ ben 99e^ 
rü^rungdlpunft xti^ixoirx^ 
feltg jur S^angcnte gejo^ 
gene ®erabe ilfiV wirb 
eine SZotmale genannt. 
I)ie Slormale itfiV^ 
ij^albirt ben SBinfel ber beiben jnui Serü^irung^^^nnH M ge^ 
l^örigen Seitftral&Ien MF unb MF, wie jl^ aw^ bem Dbigen 
let^t na(^tt)eifen (a§t. 

DxLrchschnittspiLnkt der Ellipsentangente mit der Abscis- 16 
senaxe. J)ie ©lei^wng bet JEangente, wett^e bie (SHipfe im $nn!te 
^y berührt, ift, wie im §. 14 gegeigt tonrbe, 

y - y' = - -^y (^ - ^)- 

©efeen »ir in biefer ®Iei((>ung j/ = 0, fp ergiebt fl^ für ben 
$Dnr(!^f^nitt^pun!t ber JEangente mit ber 8lbfcijfenajce 

alfo enblicl^ 
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Die Qüip^e. 



3)ie Sage bed ^iunlted iZ, ^ifi* ^^f ^^ mel^^em bie but(|» ben 
^unft M ber (SDIpfe an biefelbe gejoflene S^auflente bic glbfciffcu- 
ajce f^neibet, l^Angt alfo nur t>on ben SBeri^en &on ^ unb ^ ab, jle 
if^ unabhängig t^on J?, b. l^. nnabl^ängig )>om äBett^ ber fletnen ^re. 
Söenn alfo über berfelben ßroßen are »erfci^iebene (SDipfen confhntri 
jlnb unb man in ben fünften P, M, N, in xoü^m eine mit 
ber Drbtnatenare parallel gejogene Sinie bie t^erf^iebenen @IItpfen 
f((>netbet, S^angenten an biefelben jie^t, fo »erben alle biefe Tangenten 
bie ^bfciffenare in bem ndmlici^en fünfte i? f^^neiben. 

gig. 19. 




JDatau« erfliebt fl^ ein einfa^ed SJerfa^iren, burc^ tintn gegebenen 
jpunft M einer ©Hipfe eine Slangente an biefelbe gu litf^tn. ^an gte^c 
um ben SWittelpunft ber (Sflipfe einen Ärei«, beffen aiabiu« fllci(|> tji 
ber großen ^xt ber ©Ilipfe, jie^ie alöbann bur^ M tint Unit re^t* 
»infelig gur ^bfciffenare unb lege bann burc!^ ben fpuntt P, in »eifern 
biefea ^erpenbifel ben Rxti^ f(!^neibet, eine Tangente an ben Streik 
ßitf^t man enblic^ ^om ^nnfit B, in welkem bie Ärei^tangente bie 
Slbfciffenare f^neibet, eine Sinie na^ M, fo ift bie« bie »erlangte (Snip^ 
fentangente. 



©le 'favaUl 
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®ie ^ at ah tt 



Die Gleichung der Parabel. I)tc Ißarabel Ift eine ebene (Suxu, 17 

welci^e bie (Sigenfc^aft ^at, bafi jeber $unft M berfelben glei^ weit ent*= 

fernt Ift üon einem feften 

5Punfte F, gifl. 20, bem 

©tennpunft ber ^axa^ 

bei, unb S9on einer gern^ 

ben 8inie CD, welche 

ben 9iatnen ber a)iree# 

trix fu^tt. ea ifl alfp 

ber «eitftral^IFJtf gleich 

bem öon Jf auf bte ^u 

rectrijc gefällten ^ßerpen^ 

bifet MH. 

9ie^men wir bad bur^ 

F auf bie ©irectrir ge;» 

fÄflte ^erpenbilel ö^ 

jur 8lbfciffenajce, fo ifl e« 

«ar, baß ber q[Jun!t 0, 

in »elc^em bie fßarabel bie Slbfciffenare f(!^neibet, in ber SDtitte }tDif(^en 

G unb i^ liegen mw^, bafi alfo <rO = OF. Jtel^men wir ferner ben 

^un!t Q §um 5S[nfan9§^)unIt ber Soorbinaten, fo tft ON bie 8lbfciffe x 

unb NM bie Drbinate y be8 $unfte^ if; eö ifl bemna^, wenn man 

bie Sdnge OF mit jp begeicibnet, 

HM = GN = X +> 
ober 

GN^ = Ä« + 2jpÄ -f- p3 (1) 

60 ifl aber ferner ^\x6^ 
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©ie ^arabel. 



FM^ = MN^ + FN^ = MN^ + {ON — OFy 

FM^ — y^ J^ (x — p)« 

FM^ = 2/2 _|_ a;2 — ipx + |)2 (2) 

$E)a ober FM = ÖiV fein fofl, fo ifi aw(^ i^Jtf« = GN^ ober i^Ji^ 
— ÖiV2 = 0. 3iel^t n\(^n aber ®Ict(|>uttfl (1) öon ©lei^ung (2) ab, 
fo bleibt 

1/2 4,pX r= 

ober ed tft 

t/2 rr= 4pÄJ (31 

bie gefugte ©lei^ung ber Parabel 

Um e§ auf(i^ault(^ ju ttia(|>en, »ie eine fol^e ©lei^ung bcn Sauf 
einer frnmmen 8inie barfleHen Hnn^ »ollen wir für einen fpectellcn 
SBertl^ \jon p bie gufammenge^örigen SSert^e »on ^ unb y bercci^nen, 
»et^e ber ©lel^ung (3) genüflen; unb bann biefelben afö rei^toinfeligc 
©oorbinaten auftragen, gür p = Vi »trb bie ®tei(3^ung (3) 

2/2 = 2^, 
fcfeen wir in biefe ®Iei(^ung ber Steige xiai^ bie in ber erjien ßolumiu 
ber folgenben 3;abene ^jergei^neten SÖertl^e i)on «, fo ergeben fi<^ bie 
jugel^Srigen Söerti^e »on y, »ie jle in ber jweiten ßolumne biefcr S^a- 
beDe eingetragen ftnb. 

gtg. 21. 




X 


y 


0,1 


0,45 


0,3 


0,77 


0,6 


1,09 


1 


1,41 


2 


2,00 


3 


2,45 


4 


2,83 


5 


3,16 



SDiefe jufammengei^örigen 
Söert^e »on ^ unb y jlnb mtu 
in gig. 21 in ber Slrt aU 6c^ 
orbinoten aufgetragen, ba^ auf 
ber abfciffenajce OX bie «punftc 
bejeic^net würben, »el^e um bie Sänge i/iof */io/ Vio^ 1/ 2 u. f. w. ©enti^ 
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mcter öon entfernt finb; in {ebcm bicfer ^^unfte würbe alsbann e(n 
^etpcttbilet errichtet unb auf bemfelben ber entfpred^enbe SDBert^ öon y 
nac^ berfelben Sangeneinl^eit aufgetragen unb enbltc^ bte fo erl^attenen 
@i^fcl^)un!te ber Orbfnaten burc^ eine frumme 8inte öerbunben. 

Sebem SCtfciffenpunft entfpri(3^t ein ^)ofit{öer unb tin negattoer 
äßert^ \)on y, ba ja 2/ = i V^2p^. 

^a y für nt^ati^i SQBertl^e \«n a: imaginär »trb, fo erflretft jtc^ 
bie ^arabel »jon au^ nur na(| ber ipojitiijen ©eite ber Slbfctffcnare 
l^in, nai^ biefer ©ette ater ifl jte untegrenjt, ba y für ieben no(i^ fo 
grofien pofttiöen aöertl^ »on os dntn reellen SBert^ l^at. — ©en ^unft 
O wollen wir bie ©^)ifee ber ^arabet ntnxttn. 

Sluö ber oten gegebenen 2)efinttion ber ^arabet ergtebt fl(^ folgenj^ 
bea SSerfai^ren, btefe guröe gu conf^rutren, o^ne erfl bte gufammenge^ört«' 
gen SGQerti^e »jon x unb y gu berechnen. 9ia(^bem bie ^bfctffenare ge^* 



gig. 22. 



gogen, ber S3renn^)un!t i^, 
gtg. 22, unb ber fpun« 
G beget^net i% in wet 
^tm bie ajirectrir bie 
Slbfciffenare fc^neibet, 
giel^e man inxi^ einen 
beliebigen $unlt i? ber 
2lbfci{fena:ceeine8inieS2' 
rec^twinfelig luGX unb 
bef^reibe atebann mit ber 
Sdnge RG aU diaiin^ 
um ben Sreun^)un!t F 
timn Ärei^bogen. Sie 
beiben2)ur(i^f(i^nitt^punlte 
K unb J biefeg Ärei«^ 
bogenö mit bem ^erpen^ 

jbif et S T flnb nun gwei fünfte ber ^arabel, bereu man auf biefelbe 

SDBeife noc^ beliebig öiele flnben Unn. 

(&im anbere SKet^obe, bie fparabel gu confiruiren, ergiebt jl^ auö 
ilg^rer ©leic^ung, benn na6^ biefer ift bie Drbinate y bie mittlere $ro^ 
^>ort{onaIe ixoi^6)tn x unb 4p. 3la(^bem man auf ber Slbfciffenare ben 
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©te ^axaUl 



Stennyunft F unb bie ©^ifte 0, gig. 23, ber fpatabel bejeic^itet ^at, 
imge man i)on nud nad) ber negattoen ©eite bet Slbfciffenajce ^in bU 

819. 28. 




8ängc OiV'= 4 0i^ auf. ®oD nun bct jut Slbfciffe OJBT flcl^öngc 
^un!t ber ^arabet gefuc^t werben, fo bef^reibe man um ben gwifc^cii 



Stg. 24. 



// unb IS! in ber 5Kittc 
liegenben jpunft (7 einen 
^eU mit bem SHabiud 
CN unb errid^te in 
ein $er^)enbifel, »el^e0 
ben Ärei^ in J^ fd^neibet. 
©rric^tet man nun ferner 
in H ein ^erpenblfel auf 
ber abfcijfenore ^ fo tp 
ber ^nnli Af, in n>el<$em 
biefee iPer^)enbifeI »on 
einer paraM mit ber Wn* 
fciffenajce bur^ J gejo^ 
flenen 8inie fletrojfcu 
wirb, ein ^unlt ber ^}a* 
rabel. 

gür ben 33renn^)un!t F i^ a? = j?. @efeen »ir biefen SBertl^ »on 
^ in ©letc^ung (3), fo fommt 

2/3 = 4p2 
y = 2p. 

SDie jum S3renn^)unft geH^Srige Drbinate Faf gig. 24, i^ alfo glei* 
22>, alfo ift ber bem S3renn^)un!t F entfpre(^enbe S)ur(^meffer ab gletd^ 4p. 
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©er parallel mit ber ajlrcctrix bui:(^ bcn S3rettn^)unft öejogcne 35ur(^*s 
mejfer «6 ber ^arabet »irb bcr Parameter beitfclbcn genannt. 

Slufgabe. SKan conftniire mä)- ben teiben oben angegebenen 
SDletf)oben Parabeln, beren fparametcr 2, 3, 4 nnb 6 ßenttmeter ift. 

Die Parabeltangente. ^u^ ber ©teic^nng (3) @. 30 etgtett fi^ 18 
y = 2Vp^ = 2//^äV2. 

©efet man in biefer leiteten Oleic^nng y -\- k an ble ©teile öon 
y nnb ^ + A an bte ©teile s)on a?, fo lommt 
2/ -f- ik = 2jpV2 (^ _]- Ä)V^ 

3n ber nai^ fteigenben ^etenjen Don A georbneten Siet^e ifi alfo 

2jp% X 5~i^ ^^^^ y — ^^^^ gactor ber erftcn ^otenj öon A. SSejeici^^ 

nen wir alfo mit u ben SBinfel, welchen eine im ^Pnnfte a'y' an bie 
^arabel gezogene S^angente mit ber SIbfciffcnare mat^t, fo ijlt • 

tang.u=: Y ^' 

2lu^ ber ®Iel(|nng ber fparaiel ergiebt fl(^ a? = |- ; fefeen mir 
bemna(^ an bie ©teile j)on äs* feinen SGÖert^ j— , fo lommt 



gig. 25. 




*W filier, anftl9Hf(^« ©eometrle. 



2p 
tang.u = — ^. 

a5ie Oleici^ung einer 
©eraben, welcä&e bie ^a^ 
ratet in bem fpnnfte x'y' 
Uxü^xt, ift alfo 

S)ie ®lei(^nng eineö 
8eitftra^leöi^iW,gig.25, 

we^er bur^ ben Srenn^ 
pnnfi F ber fparabel gei^t, 
bejfen Soorbinaten flnb 
a^* z=i p nnb y" = 

3 
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©te ^paratel. 



unb biu«^ ben Sßuntt M, gifl. 26, bei «patatel, bejfen «potbinateit 
Pttb «* uttb 1/', ift 



ober, wenn man in bem gactor ^riT" K^'^ ^ f^^"^" ®^^*^ 4^ f^**' 

4py 



y' 



2/'" — 4p 



(X - ^0 



(2) 



S)ie Zan^tnU bcö SBinleB r, wetzen bcr iura) ©Icic^ung (2) 



gig. 2G. 




bar9eftelIte8citpra^tF3/ 
mit bcr 2;att9cnte ST 
(®lci^uufl 1) ma^t, er^ 
giebt p^ aue bcr ®lci^ 

^Uttß 

a — a* 

'«"^•'' = l + au' 

votnn man -^ für a unb 

4p.v' 



• für a' fc^t. 
2^'2 _ 4jp2 » » ^ 

3lai^ audftt^tung aßer 
SSebnctionen finbet mau 

2p 

ca ifi alfo au(^ 

tang.v = — tang.Uf 

ed ifl alfo ber SBinfct w, welken btc JEangcnte aST mit ber SCbfctffcm 
axc ma(^t, gleich bem Slebenwinfcl be3 Stufelö t?, meieren ber Seitftra^l 
FM mit bem \)on Af aufwarte gerichteten 2;^eit ber S^angente ma^t, 
ed ifl atfo ^w.= 4:«. S)a aber ferner 4.z = 2^u (ate SBc^fel* 
minfel), fo ift axxi) 4.t = 4,z; bie Sangente ST ^albirt alfo 
ben aOBinfel, »eichen ber Seitftra^I FM mit ber ßinic ÄIH 
maä)tf »elc^e ^om 33ern]^rung^^)nnft M ^atalUl mit ber Slb- 
fctffenaxe na(^ ber negativen Seite ber a: l^in gejogen ift. 

2(nf bte eben vorgetragenen ©dfee grfinben fi^ jwei ÜJlet^obeii, burdi 
einen gegebenen $unft ilf ber ^arabet eine Tangente an biefelbe gu jie^eii. 

1. 3Ran jiel^e vom ^nnfte M eine ©erabe nac^ bem Srennpnuft F 
unb eine jweite MR ^axa\[tl mit ber Slbfciffenajce m^ ber negativen 
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(Seite itx x i^in. 5)ie J^albirunfl^linte bc6 ®inlel« RUF ifi bann bic 
»erlangte JEangente. 

2. J)a ^« = ^w, fo inu§ au^ RF = J/i?' fein. ÜJlcin jie^e 
alfo ben gum S3etüf)rung§punlt M gel^öitigen Seitflral^I MF unb fi^neibe 
al^bann onf ber abfciffenajce »on i^ na^ ber negativen Seite ber x i^in 
ein ©tiia i^i2 ab, wel^e« bem Settftrai^l i^'M glei(i^ ifi, fo ijl i2 ber 
^Junft, in welchem bie gefuc^te S^angente bie 8(bfciffenare f(i^neiben mnfl, 
ÄJtf alfo bie %(xx^(atx^\t felbfl. 

3nr Uebung jief^e man nac^ beiben SKet^oben S^angentcn burii^ 
»erfc^iebene fpnnfte ber früher conjirnirten Parabeln. 

eine bur^ ben SSeru^^rungSpnnf t ^ recä&twinfcltg jur Jtangente gejo^ 
gig. 27. gene Sinie itfP, gig. 23, wirb V\t 

SWormale genannt. SQBirb nun "Si^^ 
M aud eine 8inie ML parallel mit 
ber abfciffenajce nai^ ber ^)opt{öen 
©eite ber x \\n gebogen, fo ifl nac^ 
bem Obigen let^t ju beweifen, bafi 
ber SQBinfel 5, welchen bie SWormale 
mit ML mac^t, gleich ifi bem SBinfel 
Vf meieren fle mit bem Seitflrai^l MF 
vxai^if ba§ alfo bie 9iormale ben 
SQBinfel FML l^albirt. 

SDBie man nac^ biefem @afc für txntn gegebenen ^unft ber Parabel 
bie SRormale lit^^tn !ann, bebarf wol^l feiner »eiteren (Srlduterung. 




8* 
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©te ^p)ptxUt 



guuftc« Äa»)itel. 



19 Definition und Construction der Hyperbel, ^ie ^pptxiti i^ 

eine Sur^e, meiere bie ©igenfc^aft l^at, bag bte 2)lffcretts bcr bei^ 
ben S)on einem fünfte M, gig. 28, ber (Sur^e na^ gwei feften 

Sig. 28. 




fünften F unb F' flejoflenen Seitjiral^Ien einer conflantcn 
©rö^e qUH^ ifl, bie mir mit 2A tejeic^nen moHen. 

@inb alfp M, M*, M** weitere fpunfte berfelten ^p^jertel, gtg. 28, 

foifi 

FM — PM = FM— PM=FM'—FM*=PM'**—FM"=2A. 

a5te beiben ^Jnnfte F unb -P' werben au^ f)itt ber Analogie wegen 
©rennpunite genannt. 3^re ©ntfernung, »eld^e wir mit 2E 6egei(^* 
nen wollen, muß not^wenbig größer fein atd bie SDifferenj 2A; btm 
*ejeic|men wir jwei iufammengel^arige 8eitflra|>len mit l unb V, fo flnb 
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l, V itttb 2 E bie btci ©ettcn einea ©retedd, unb ba We Summe giociet 
©ctten eine« SDteiede fleta ßtSfier fein muß ald bie brüte ©eite, fo ifi au^ 

2J5-f- P > Z. 
ee ift aber au^ 2^ = Z — Z', alfo 

2^ + ? = Z, 

folgli^ au^ 

2JE7> 2A 

©n i§9^)erbel ift burci^ ben äbjianb 2JS? ber beiben 8renin>unfte 
unb bie S)iferenj 2^ jweter jufammettgel^Srtflen SeÜftrai^len DoUftinbig 
befiimmt unb fcinn xi<ii^ biefen 2)atett conflruirt werben. 

Um biefe gonftruction auögufill^ren, trage xam auf i{)xt gerabe 
?inie XX, gig. 29, bie beiben 53renn^)un!te F unb i^ auf, 6ejei<]^ne 

gifi- 29. 
b c 



a 




ben ^untt 0, welliger iU)if(i^en beiben in ber SKitte liegt, unb trage "^^n 
x^^m m^ auf ieber Seite bie 8«nge OR unb OS gleiii^ A auf, fo flnb 
i2 unb aS bie beiben ©pifeen ber ^9^)erbel. S)a FO = E unb OR = A, 
fo ift alfo au(i^ jPi2 = ^ — ^. 

SJlan fci^neibe nun ferner auf einer bena(^barten Stnie bie 8dnge 
ab = 2A ab, it\^uiit nm ben einen 8renn^)unft F tintn Ärei«^ 
bogen mn mit einem beliebigen 8labiu«, »eitler grSger ift aW E -\- A, 
unb f^neibe fobann auf ber bena^barten Unit ein Stiid a<j ab, totU 
^ed glei(i^ ift bem Stabiud bed jtreidbogen« mn. 9ef(i^reibt man nun 
enbli^ um ben anbern Srennpunit F einen j^reidbogen mit bem fftaif 
bind be, fo flnb bie beiben ^punfte M unb N, in welchen bie beiben 
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Sttti^t fi^ fi^neiben, gwei fünfte in ^^^ptxUl. @tn {weitet ^aat ^on 
fünften M unb N* fiubet man fobann, n>enn maxi um ben ^}unft P 
einen jtreid mit bem Stabiud ac, unb um ben Srennpunh F tincn firet^^ 
bogen mit bem Siabiud bc bef^retbt. 9[uf gleiche Seife laffen f{4» bann 
no^ beliebig titele ^iunfte ber .^^yetbel finben. 

ÜRan eonfhuire auf btefe ffleife fönf ^^perbeln, für toel^c fammt- 
\iä) 2A z=z A (Sentimeter ip. 2)er «bfianb 2 E ber beibeit Srenn^ 
pnnltt fei 

für bie erfle 4,4 (Se ntimeter, 

» » jwette 4,6 » 

» • britte 5,0 » 

• » Herte 6,0 • 

» «> fünfte 8,0 '. 

20 Die Gleichung der Hyperbel. Sir moOen, wie bei ber (SUtpfe, 
bie aSerbinbunflalinie ber beiben ©rennpunlte F unb F\ gig. 30, gut 

gifi. 30. 




abfeiffenajce unb ben fpunft 0, m^tx gwifc^en F unb F* in ber 3R\iit 
liegt, jum ^Infang^punft ber ßoorbinaten nel^mcn. 2)er ^Ibflanb Of= OP 
foD au(^ l^ier mit E bejeid^net werben. 8ejei(^nen wir ferner FM, 
gig. 30, mit Z, PM mit P, fo f)abcn wir (ijergt §. 11) 

?2 = (^ + -E)' + y' 

wojn no(| bie ®Iei(|ung 

Z — P = 2^ 



y = ± -7 Vx^ — A^ (2) 
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fommt. (SomWnirctt toix btefe brel • ®Iet(^un9ett in bctfelkn äBeife, »te 
c^ mit bett ®Icl(|utt9ett (1), (2) imb (3) tu §. 11 ö^W^l^^rt ifi, fo 
gefangen wir au6) ^ier ju ber ©lei^ung 

^' + ^^ = ^ + ^2 + z/2. 

©efcen wir aber, ba -E noti^menbig größer fein mu^ ald A, 

E^ = A^ -{- B^, 
fo fommt nat^ glu^fü^rung aUer 3?cbnctionen 

^2^2 _ J52-1.2 _ _ ^2^2 . r . (1) 

wel^e^ bie ®Uiä)VLnQ ber ^9^)erbel ifi. @ie unterfc^eibet fi(^ S)on ber 
@Iei(i^ung ber (Sni^>fe babur^, ba$ alle mit B^ mnitiplicirten ©Heber' 
ba^ entgegengefefete SSorjetci^en ber entfpredjienben ©lieber ber (SHipJlin^ 
gleic^ung ^aitn. 

aua ®Iel*ung (l) ergiett fic^ 

9lttr für pofltiöe ober negatioe SÖert^e i)on a?, mel(i^e großer finb 
aU Af gieit biefe ©leic^ung reeHe SQBertl^e \)on y; bie (5urS)e beginnt 
alfo einerfeitö erft in tintm fünfte i2, anbererfeits erfi in einem ^ßnnlte 
Sf tt)el(i^e beibe um bie ?dnge A i)om ?rnfang§^)ttnlt ber 6oorbinaten 
abpelzen, gör a?= + ^ wirb aber j/ = 0, bie fünfte E nnb aS flnb 
öffo iuglei(i^ bie Sur^ft^nitt^punfte ber Sur^e mit ber Slbfciffenare. 

35a ieber beliebige ^joptiöe ober negatli)e Sert^ öon 4?, wenn er 
nur grSfier ift aW -4, reelle Seri^e i)on y giebt, fo mu^ fi(^ bie ßuröe 
^ott S aud nai^ ber ^^ofltii)en, S)on i2 au^ na(i^ ber negativen ©eite ber 
äs i)ln i\x^ MntnbU^t erftreden; bie. ßury^e befteH^t alfo, wie m^ bie im 
vorigen fparagra^)l^en befprot^ene ßonftruction bavt^ut, au^ jwei getrennt 
ten tieften, beren einanber jugef eierte ©pifeen R unb S um bie 8änge 
2A öon einanber entfernt finb, votl^t bie ^au^piaxt ber J&^perbel ge^^ 
nannt wirb. 

2)ie ©rSfie B, bie jweite are ber ^9perbel, ifl tei^t burc^ ßonftruc^ 
tion ju flnben, benn e$ ift 

B^ = E^ — A^. 
^an giel^e alfo um ben^unftO, gig.31 (a.f.®.); einen Ärei^ mit bem 
^albmeffer OF* unb erriete in S tin ^ßerpenbifel auf ber abfciffenare, 
fo wirb biefe« ^perpenbifel ben Ärei« in einem ipunfte P treffen; ba nun 
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t)tc ^^ptxitl 



SP bie eine Antrete eiued ret^winfeligen 3)teiedd x% beffen J&9i>otenufe 
0P= E unb bejfen anbete Äatl^ete 05 = A, fo ijt au(^ SP == Ä 

Sig. 31. 



a 



b 



.c 




SBie öroß ifi B für bte fünf .gpperteln , »el^e am @(^Iuffe be^ 
§. 19 ju confhutfen aufgegeben mürben? 

(Sine Jgjppertel, für welche A:=:B, wirb eine gleic^feitigc J^p* 
))erBet genannt. 

Slnfgaie. ÜJlan conflruire tint gleic^feitige .g^perM, für mtW 
A = B = 46entimeter ip. 

Sie grof ifl ^ für biefe Jg)9<)erbet? 

21 Die Tangente der HyperbeL 5)ie ©leiAung einer geraben 8inte, 

»el(^e bie ,g9i)erbel in einem ^Junfte JW, gig. 32, berührt, beffen" 6oor< 
binaten a^ unb y' finb, Ue§e flc^ n(y6^ ber bei ber eilt^)fe unb ber 5pa* 
ratet angewanbten SUleti^obe lei^t ermitteln, »ir fommen oAtx nod» 
leici^ter juin ßi^t, xxitMM wir jufolge ber jwtfci^en ber ^9}>erbel unb ber 
(SHi^jfe beflel^enben Sielation in ber @Iei(^ung ber eili^)fetttanflentc 
(©lei^ung (6) Seite 26) baö SBorieic^en bed mit B^ muItipHcirten 
@Iiebed in bad entgegengefe^te )>ermanbeln; ed ergiebt fic^ atöbann 



ß2^ 



(1) 



«M bie ©tei^ung bn .g^^xtMtangenie. 

Slnalog mit ber SUipfe ttgie^t {{^ aldbann au#, ba$ bie S^ngente 



TU, gi9.32, m^t bie ^9^)ertri in bcm ^ttnlte Mieril^rt, ben Sffiinfel 
i^il/i^' ber Reiben ju M gej^örtgen Seitfttal^Iett l^attW. 

Sig. 32. 




ebcnfo ergicbt jl(^, baß bie 9lomale MQ be6 Jg>9<)erbel^)ttttftc^ Jf 
bcn SGÖinfel ^albirt, welken bcr Seitflra^l PM mit ber SScrWngeitung 
ilfZ bc0 anbcni 8ettflra^le§ maci^t. 

Sur Uetung jie^c man Sangenten unb SWormate burc^ beltetigc 
fünfte ber nai^ ben frul^cren eingaben confiniirten »l^p^jertcln. 

S)ie tngonometrif^e S^angente be^ SSBinfefe vi welchen bie im $nnlte 
^y* Vxt .&9^)ertet berui^renbe ©erabe mit beit Slbfciffenajce ma^t, ift nac^ 

@Iei(|ung (1) -ttt, ober, XQtnn man für y* feinen SBert^ fefet, 

tanq,v = ^ ■ = (2) 

S)er gJunft, in welchem bie 3;angettte bie Slbfcijfenare f(i^neibet, wirb 
gefunben, xovxn man in ©leici^ung (1) t/ = fefet. 6« ergiebt fl^ 
lUbann 

— ^y2 = ^2^?^' — i?2-j./2 

^2^2 _ i?2^'2 = Bxaf, . 
unb ba a^y* txn $unlt ber ^ppertel iji, 

-=i (3) 

Die Asymptoten. 9lac^ ©lei^ung (3) wirb ^ um fo (leiner, 22 
je größer a^ wirb, b. i^. ber a)ttr(^f(^nittd^)unft ber Slangente mit ber 
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Slbfdffenare nd^ert fi^l bein ÜTlittelyunft bet ^i^ptxbtt um fo me^r, 
je weiter itt 8e«ul^rttnfl^vwn!t wegitüclt, für ^ = oo »irb a? = 0. 

S>i\)tbut man S^^Iet unb SWennei: be^ fflert^e^ »jon fang, v in 
@Iei(|ung (2) bed i^ongen ^arasra)>^en bur^ ^, fo tommt 

B 

tang.v = 



A 



V^-f. 



ein aOBertl^, »eichet für a:' = oo in 

ötcrgel^t. Sirb alfo in S, gig. 33, ein ^ßcrpenbifel txtiä^ttt, naäa 
oben unb unten bie iaii^t SP =z SQ = B aufgetragen, fo finb 
bie 'oon über P unb Q gegogenen ©eraben LN unb I/N^ bic 
S^angenten, \y>tli^t bie beiben ^rme ber «^^perbel in unenblic^er 6nt^ 
fernung berühren werben. Diefe bcn ?lbfciffen ^ = + oo entfprccien^ 
ben JEangenten »erben bie 8lf9m^)toten ber ^^ptxbtl ^tnaiint 

3wif(i&en ben 8lf9nn)toten unb ben entfpre^enben ^9per* 
betjweigen finbet eine um fo grßgere 3lnnal^erung ftait, [t 
weiter man fi(^ ^om üKittel^)unlte ber ^9perbel entfernt. 

gur tintn $unft ber J&9perbel H^aben wir 

B^ 
y^ = —x^ — B^ (1) 

für einen 5punft ber Slf^mptote bagegen ifl 

B 

ober 

y^ = ^,^' (2) 

©egeic^nen wir mit y' bie Drbinate JK einea ^9perbel^)un!te« , xotW 

einer befHmmten Slbfciffe entf^)ri(^t, mit i/" bie Drbinate JR eincö gn 

bcrfelben 8lbfcijfe gehörigen ^unfted ber ?lf9mptoten, fo erf)&It man 

bur^ abjie^en ber ®lei(^ung (1) \)on ®lei(^ung (2) 

y'2 _ y2 = B^ 

(y" - J/0 (y" + 2/0 = B^ 

B^ 

Der SlbfJanb HK = y" — y gwifc^en ber afjmptote unb bem 
J&9j)erbelarm wirb alfo um fo Keiner, ie größer y* unb y" wirb; er voix^i 



©ie J^^iperfeeU 
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gleich fuv « = Qo , ba für ic = oo m^ y' unb y" uncnbUc(> grog 
werben. 

giö. 33. 




gtg. 34. 



.^ 




Die afnnd^erung ber J&9)perbclarme an bie ?lf9miptoten ifl in gtfl. 34 
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S^ratidfomtatfon tet Soovt^inaten* 



f^on \H)x beuilic^ ju erfel^en, weil f&r biefe ^^ptxbtl bei glei(|»em Sßett^ 
»on ^ ber SBÖert^ ber gwetten üxt B öiet Heiner ifi, ate für bie in 



gig. 85. 




gig. 33 geiei^nete ,§9^>erbeI, alfo ber aOBert^ j/" — y' = 



unter fonfi gleiien Umftänben für bie J&9<)erbel gifl- 35 öiel fleinet fein 
mw^f aU für bie ^9<)erbel gig. 33. 

SBir merben fpäter noc^ anbere »ic^tige ©igenfi^aften ber glfpuu 
))toten fennen lernen. 



©e^eted ^a))itet 



23 Die Goordina&n eines Punktes bezogen auf verschiedene 

Axensysteme. 3n Segiel^ung auf bie Soorbinatenaxen Oh unb Oi, 
giß. 36, fmb aQ = x unb MQ = y bie eoorbinaten be« fßunfte^ 3/. 
Sejogen auf ein gweited ajcenfpflem, bejfen Slren CH unb CJ 
mit ben entfprec^enben Slren be^ erfteren pataUtl laufen, ifl C2V^ = X 
bte 8lbfcijfe unb iV^M = Y bie Orbinate bea q?unfted 3£ ©inb nun 
OjR = a unb Ci2 = b bie 6oorbinaten be^ ?lnfang6i)unfted C beä 
iweiten ^jcenf^jlem^ begogen auf bad erfle, fo ifl offenbar 

l=lzn 0) 



Sran^fortnation ber (JoovWnatett. 
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©cnfen wir un« aber ferner bnri^ benfelben ipunlt C ein brftted 

Spjlem re(|twinfet(öer ajceri <7h unb 
C'i flclegt, fo finb CL = t unb 
ZM = I) bie ßoorbinciten be« fpun^ 
teä M in ©egiel^unfl anf biefed britte 
arenf9flent. 
es ifl nun 
t| = XS + /SM 

X =z CP — LP. 
SBirb ber SGBinfet xCJ, »el^en 
i bie SlK ier % mit ber SKxe ber X 
^ ^ ma^t, mit a bejet^net, fo ifl 
LS = PN = CN.sin.a = X.sin.a 
SM=MN.cos,a = Y.coÄ.a 

CP = CN . CO«, a = X. CO«, a 

iP = SN = -MiV^. «w. a = y. «tn. a, 




O R 



alfo enblt(5& 



i) = X.sin,a -t|- Y,co5. a 
3t = X.cos.a — Y.8in.a 



(2) 



©eften mir für X unb Y ifere obigen ffiertl^e, fo lommt 

t) = (a? — d) 8in,a -\- (y — 6) C08,a 
X = (x — a) cos.a — (y — 6) sin,a 



(3) 



obtt umgele^^tt 



y = b 



(4) 



t) CO«.« — X sin. ai 
^ = a -j- t| m. a -f- if C08. a] 
3ft nun 

t) = / W 
bie ©lei^ung irgenb einer @uröe in Sejiel^unfl auf ba^ britte ber obi# 

gen ßoorbinatenfp jleme , fo l^at man nur für x unb i) il^re SEßert^e bei 

(3) iu fe^en, um bie ©Teilung berfetben 6urDe in S3ejie|>ung auf bad 

erfte 2Cjcenf9Jlem ju erl^alten. 

es fei i. ». 

^2,2 ^ 52j2 = ^2^2 (5) 

bie ©leic^ung einer auf bad britte 8ljcenf9fiem belogenen eHipfe, gig. 37 
(a. f. ®.) fo l^aben wir nur bie oben angebeuteten ©ubftitutionen ju machen, 
um bie ©lei^ung ber (Sllt^jfe auf baa erfie Sljcenfpflem bejogen ju erl^ialten. 
SÖtr moHen |>ier bie angebcutete ©ubftttution nit^t iuti^\üf)xtn, 
fonbern nur unterfuhren, meiere gorm bie ©leit^ung ber (Stti^)fe bur<^ 
eine fol^e S^randformation ber Soorbinaten annei^men mirb. 
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S^ran^fcrmatton ber (JoorWnatein 




SScnn man bcn Bei (3) gegetenen SBcrtl^ 'oon ij auf bnd Duabrot 
crl^cbt, fo crl^ätt man einen Slugbrud, beffen einjctne ©Heber multi^>Iicitt 

gig. 37. finb mit ben ijariabeln gactoren 

^'^t y^f ^Vf ^ uttb y; enbtic^ 
fommcn (\\x6^ no^ ©liebet s>or, 
welche nid^t mit einem öaria^ 
Bein gactor behaftet flnb. 2)af* 
fclOe flitt öon bcm auf^ dm- 
brat erhobenen SBertl^e i)on x; 
fubftituirt man alfo in bie ©lei:? 
c^ung (5) für x unb t) il^re 
Sßert^e bei (3), fo »irb bie 
©tci^ung notl^wenbig bie gorm 
Cx'^ -f I>?/2 j^ Exy -\- Fx -{- Gy = H . . (6) 

annehmen. 

ßu einer ©Icid^ung berfetben ?5orm, nSmIi(|> gu einer ©tei^ung, in 
welcher ein ©lieb ijortommt be:^aftct mit x^^ einea mit y'^f eineg mit ^y, 
ünti mit AT, eincö mit y unb enblic^ einea o^ne ijariabeln gactor, ge^ 
langt man aber m^f wenn man bie ©leicbung ber gJarabel unb 
bie @lei(3^ung ber ,g>9perbet in gleicher äßeife tranaformirt, wie e^ oben 
für bie eHipfe angebeutet mürbe; man gelangt ebenfalls gu einer 
©leicbung öon ber bei (6) gegebenen gorm, meldte ftc^ i)on ber ©leu» 
^ung ber ©tlipfe nur burc^ baö ©röpeni)erl;dltnip unb bie SSorjeic^en 
ber conftanfen gactoren C, D, E, F, G unb // unterfc^etben werben. 

Sie aügcmeinfte gorm einer ©leicbung ixoükn ©rab^^, mie fle bei 
(6) gegeben ift, repräfentirt alfo ic na6) bcm 2öert^ ber conflantcn gac* 
toren eine ^arabel, eine ,!^i;perbel ober dnt (Sllipfe (ber Äreiö ijt 
nur tin fpecieder gall ber eilipfe) unb bmi) Uebergang i>on bem 2lxen* 
f9ftem, auf melc^eö flc^ bie ©lei^ung (6) begiei^t; gu einem anbem 
paffenb gemcipen 0>nx^ geeignete 5lranöformation ber ßoorbinaten) 
fann man bie ©leicbung auf eine einfachere ©eftalt gurüdfü^ren, unb 
gwar gelangt man, ie na^ ben fpecielfen SBertl^en ber gactoren C, 1), 
E u. f. ». entweber gu ©lei^ung (6) §.11, ober gu ©leicbung (3) 
§. 17, ober enbli^ gu ©lei^ung (1) §. 20. Dl^ne folc^e 2;ranöforma* 
tionen bur^gufü^ren, fönneu wir an^ biefen 3lnbeutungen bo(^ f^on ben 
Schluß gtel^en: 

5)aß iebe ©leid;ung beö gweiteu ©rabeö gwifc^en ben i>er^ 



S^ran^fonnation t>er ©oorbitiaten» 



47 



Änbcrtic^en ©rß^cn x unb y, bcjoflcn auf rcc^tmtnlcligc 60^ 
orbinateit/ entweber eine ©Iltfife ober eine ^atdbtX ober 
tim $9tiet(et barf^ellt. 



Schiefwinkelige Coordinaten. Sir ^^(Ain bisher jtetS ange^ 24 
nommen, ba^ ber Sinfel, meieren bie beiben ßoorbinatenaren mit ein^ 
cinber ma^en, ein rechter fei; mon !ann aber bie Sage tmt^ ^ßunfteöin 
ber ebene awi^ babur^ beftimmen, ba§ man i^n auf f^iefminfelige 
goorbinaten bejie^t. (Sa feien XX unb YY, gig. 38, bie p^ f^ief. 
»infetig f^nelbenben goorbinatcnaren, fc pnbet man bie ßoorbinaten 



Sig. 38. 



X 




ixwt^ $un!tea M wx Segie^ung auf 
biefeö @9ftem, inbem vxan buvd& M 
eine 8inie ^jaratlet mit ber Slre ber 
Y i\i\^t 3ft N ber qjunft, in mh 
^cm biefe Sinie bie abfcijfenare trifft, 
fo tft ON = X bie ?lbfciffe unb 
NM=y bie Drbinate beö^nnfteö M. 

®\x^tn wir nun bie 33egie^ung 
gu ermitteln, welche ftattfinbet jwif^eii 
ben f(^iefn)infeligen (Soorbinateu xy 
beö $un!tea M unb ben ßoorbinateu OE = x unb RM= tj bejogen 
auf bie rec^tminfeligen ßoorbinatenaren Oh unb Oi, bereu 3)urc^f(^nittö^ 
punft mit bem 5lnfanga^)unft beö f^iefminfeligen 6oorbinatenf9ftemö 
gufammenfant. 

ea fei a ber 2öin!et, weld^en bie STre OX ma^t mit ber 3lre Ov 
unb ß ber SCßinfct, weisen bie 2(re Y ma^t mit ber Slre Oi. 

aSon M «}erbe ein ^?er^3enbi!et ML auf bie SCre ber tj gefStlt, 
MH ^jaraüet mit XX gejogen unb i>on H gteic^fatla txn ^erpenbüet 
HP auf Oä gefänt, fo ift 

t) = EM = 0L=^ OP — PL 
OP = 011% sin, ß = y.sin,ß 
PL = HM. sin, a = x,sin,a, 
atfo au(|> 

1) = ?/ . 5in. /3 — j? • 5in. a (1) 

SWan fdtte ferner \)on IT ba^ ^er^jenbüet HK auf bie are Oi, 
fo i^at man 



i 



48 Sratidformation bet (^oorbinaten. 

t = OB = 0K+ KR 

OK = OH. COS. ß = x.co8.ß 

KR = HM.coa.a = x.cos.a, 

alfo üu^ 

% z= y.cos.ß -|- x.cos.a (2j 

Um ijott te^twinfcltflcn Soorbtnatcn xg auf fcä^iefwinWige ojy ubei^ 
jugcl^ctt, l^at vxm nur für f unb 9 ii^re oWgett SQQerti^c bei (1) unb (2j 
gu fefcen. 

9{a(^ btefen Sludeinanberfe^ungen tfi ed nun Iet(^t, bk ©leic^ung 
ber <!^9))erbel für ben ^aH ju entwideln, baß man bie Slf^m^toteit 
aU ßoorbtnatcnajccn betrautet. 2)te ©letc^uuQ bct ^\^)ptxht\, mt 
wir flc oben fcuucn lernten, ifl 

xoixxn «?tr mit x unb g bie rec^^twinfeltgen 6oorbinaten bejei^nen. Um 
bie ©teic^ung ber ^v^jerbet för fi^iefwinfelige ßoorbinaten gu erl^otten, 
beren ^nfangd))unft gleic^ifalld ber !roittel:|)un!t ber .l^9)>erbel ifl, \^ai man 
nur in bie obige ©tei^ung ber J&9^)erbeT für t unb tj il^re SBertl^e bei 
(1) unb (2) gu fefeen. ©ollen aber bie Slfpmptoten felbfl jene fc^ief^ 
minfelig fl^ f^ncibeiiben Stjcen fein , fo ijl offenbar ß = a, bie ®Iei^ 
(^ung (3) »irb alfo na^ Jener ©ubjHtution 
A^(y — ay 8in.a^ — B^Qf + ä)« coa.a^ = — A^B^ . . (4) 

5«un aber ifi (§. 22) 

B 

tang.a = -j 

sin. a B 
cos.a A 
A,sin.a = B. cos.a, 
bemnac^i ergiebt ^^ aw^ ©lei^ung (4) 

4:A^sin.a^.xy = A^B^ 



ober 



dlun aber ift 



B^ 

^2^ = 4^^j:72 (5^ 

sin, a^ jgg * 



1 — sin.a^ A^ 
A^ . sin. «2 == 52 (1 — sin. «2) 
(^2 »^ £2) sin. «2 = J52 



Xvanifotmation ber Soorbittateu. 
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sin.a^ = 



JB2 



A2 -I- JB2' 

unb wenn man tiefen SBertl^ ijon «tw.a2 in ©lei^ung (5) fttBfiituttt, 
fo fotttmt 

A^ + B^ 

^y = — ■^— (6) 

ober 

ä!y = C (7) 

A^ -|~ JB2 
»etttt toix für ben confianten ffiert^ ^J einfac^i ben Säud^ftaben 



C feiert. 



giß. 39. 




2)iefe ©lefc^ung (6) ober (7) ifl nun bie auf i^re af9m^ 
ptoten bejogene ©leic^ung ber ^^petbel. 

3iel^t man alfo butc^ itgenb einen ^unlt M, gig. 39, einet ^9^ 
^jerbel gtoei Sinien If (7 unb MD ^aiaM mit ben beiben Slfipmptoten, 
fo ifl ba« ^robuct ber beiben Dtbinaten MC nnb MD fiet« baffelbe. 

'milller, analotifc^e Geometrie. 4 
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2:raii^rmaüon ber (Soorbtnaten. 



J)et: 3ni^att bed ^oraneloflwmm« 3f CI?0 {ji akr MC X ^-D . «in. 2 a, 
wenn a ber Sinfel i% n^elc^en eine 9[fipm)>tQte mit bec .!^au]ptaxe bei 



ia. 40. 




^^)ftxU\ mad^t, alfo 2 a bet SQinfel ifl, n^el^en bie beiben SCf^mytoten 
mit einanber machen. Segei(|>nen xoxx ben 3»^^^ biefed ^PataDelogramm^ 
mit Jf fo l^aben »ir atfo 

alfo au(^ 

^2 + jga . 

«/ = T . sm, L cc. 

4 

J)et Sttl^alt be3 ^paraHelogrammd MCDO iji alfo unijerdnbetUcJ^ ber^ 
felbe, «?o au(^ bet ^ßunft J/ auf bet ^9<)ertel liegen mag. 6^ jtnb 
alfo bie {paraMofltamme MCOD, MOOD*, M'O'OD" u. f. »., 
gig. 40, fdmmtlic^ einanbet gleich unb itoax gleich bem Sinl^^It ber Staute 
S0Z7F, »el(|e mon ermt, wenn man oom ©(Reitet S bet ^^^^erbel 
bie Sittien S U unb S V iparaHet mit ben 8(f9m:ptotenajcen jie^t. 



2;ran«formatton ber (Joorbtttatett. 
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gür bic glci^feitfge ^p^jertet wirb 2 a = 90o, alfo sin. 2 a = 1 
unb Az=B, 5)tc befproc^cnen ^aratlelogtammc merben al^bann Icing^ 

li^e SRcc^tede, bereu Snl^alt gleich -^ ift. 



Folarooordinaten. 2)ie Sage etne^ ^unftea M^ gtg. 41 , in ber 25 
(Sbeue fann au(|> babur(|> beftimmt werben, bafi man feinen Slbjianb MC 

gig. 41. öon einem in berfelbcn ebene lies 

genben feften ^fünfte C angiebt unb 
benSBinfet, »et^^en biefergeitjira^t 
(radius vector) CM mit einer feften 
geraben 8inie CX maä)t 

Sie Sänge beg geitftra^teö CM 
wollen wir mit r, ben 2ßinM MCX 
aber »ollen wir mit v bejeic^inen. 

Um auf biefe Seife gJunfte in 
allen 2;;^eiten ber ebene, an^ untere* 
i^atb ber Unit CX beftimmen gU 
fönnen, o^ue in ber Stiftung. ber SGBinfelgdi^lung eine Slenberung ein^ 
treten ju taffen, mug man bte äBinfel au^ no6) über 180o ^inauö 
gä^len, n>U j. 53. für ben qjunft M'\ gig. 41, ber äßinfel v großer iji 
aU 1800. 

Unter Umftdnben wirb bie äöinfeljd^lung felbft no^ über360o 
l^inau^ fortgefefet, wie wir unten bei ber Sonftruction ber ar(|>imebif(^en 
@^)irale feigen werben. 

3ur Uebung trage man, na^bem man auf bem ^ßa^jier ben ^unft 
C marfirt unb bi^ 8inie CX gegogen l^at, bie burc^ fotgenbe jufammen? 
gel^Srige äßertl^e ^i>n v unb r beflimmten ?Jun!te auf. 




V 


r 


V 


r 


30» 


^cm 


2100 


1^4 cm 


700 


2,5°°^ 


2500 


8,ß^^ 


1400 


3 cm 


3200 


2^9 cm 



5)er fefte ^43unft C, \)on wet(|>em au6 bie Sänge ber Seitftral^len 
gemeffen wirb, wirb ber ^ot genannt, ^ie 53eftimmungöftürfe, welche 



i* 
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Sran^fönnftttott t>er (Soorfcinaten. 



m^ biefer SKctl^obc btx DrtdbefHmmuttfl ttöt^ig jlnb, «m bie 8agc eined 
^unfM in btx (Sbenc fcflgujlcllett, n&mU^ bic «dnflc r bed «eitfha^teö 
unb bcr fflinfel r, »eichen er mit ber anfanadttnie CX maö^t, werben 
bte ^olarcoorbinaten bed $un!ted genannt. 

SBenn man i)on irgenb einem fünfte M einer ebenen 6urr)e, 
gig. 42, nad) einem jum ^ol gewählten ^nnfte C jiel^t, fo wirb bie 



Stß. 42. 




Sdnge r biefe« Seitftra^Icö eine anbcrc 
werben, tomn man »on einem ^Jiinfte 
il/ ber ßnröe ju anberen ^Junften 
Mf M* u. f. tt?. berfelbcn ubergett, 
bie Sänge r be« Seitjirai^lc« ifl alfo 
üon feiner JRic^tnng abl^dnftig; bo 
aber bie 8li*tnng bed 8eitftra1^lc§ 
bnr^ ben SGBinfet v beflimmt ift, fo 
ifl alfo r öon v nnb nmgefe^rt v »on r abl^Sngig. 

Die 8lb^ngigfe{t jwifc^en r unb v, burc^ »el^e bie Sebingung 
audgefpro^en wirb, bag ber bur^^ bie jufammengel^örigen SQnt^c »on 
r nnb V bejei(^nete $nn!t einer beflimmten ßuröe angeljören foH^ wirb 
au^ l^ier bwrd^ eine ©tei^ung i»if(i^en r unb t? au^gebriidt, weTcbe 
man bie^oTargleic^ung berSurije nennt unb beren attgemeinflc gorw 

r = /(v) 
ifl, »etc^e audbrüdt, bag r eine Function S)on v ifi. 

Um Har gu ma^tn, mie bur^ eine ©lei^ung gwtf^en r unb t? bet 
8auf einer 6uröe befHmmt »erben fann, «JoHen wir bie 6ur»e naiver 
betrauten, beren ©leic^ung ift 

r = nv (1) 

S)iefe ©leic^ung, in welker n einen conflanten goctor bejeic|>net, 
fteflt eine 6uri>e bar, welche bie ©genfÄafl l^at, bafi bie «dngc eine» 
Seitfha^Ie« ftet^ :prui)ortionat ifi ber @rö^e be« ©inleld, weld^en er mii 
ber anfangötinie CX mait)t 

2)iefe 6urs>e ift unter bem Flamen ber arc^imebtf^en ©^)irale 
befanni 

©efeen wir in @Iei(|ung (1) n = 0,05, fo ergeben fl(f> folgcnbe 
jttfammengel^örige ffierti^e 'ot>n v (in ©raben audgebrfitft) unb r: 



Sran^fornifttion ber @oovt»inaten. 



03 



V 


r 


V 


r 


V 


r 








160 


8 


360 


18 


20 


1 


200 


10 


400 


20 


40 


2 


240 


12 


440 


22 


80 


4 


280 


14 


480 


24 


120 


6 


320 


16 


520 


26 



Sig. 43. u. f. ». 3tt gifl. 43 ift 

biefc 6urJ)e in bcr Söetfe 
9cjet(3^net, bog bie obigen 
Sertl^e i)on r afö üHil^ 
limctct aufgetragen flnb. 
3ur Uebung jeid^ne man 
bie ßurije in ber Sßeife, 
ba§ bie oiigen Sert^e 
»on r al^ ^jarifet (ober 
irgenb anbere) Linien auf* 
getragen werben, mobei 
nur noc^ gn bemerfen ift, 
bafi e^, um bie ßuröe 
fieserer jiel^en ju tonnen, 
gut fein wirb, axi^ no^ 
bie Sßert^e ^on r ju 
berüdfiÄtigen, welche ben 
SBertl^en v = 60o, lOOo, l40o u. f. w. entfpte^en. 

Die Polargleichung der Parabel. 9iel^men »ir ben Srenn^)un!t 26 
ber «Parabel jum ^ot ber ^otarcoorbinaten, bie faxt berfetben gur 2ln* 
fanggUnie ber SBinfeljä^tung, fo ift MF, gig. 44 (a. f. ©.), ber 8eit^ 
ftra^r r beg qjunfteg M, welcher gum 3ßin!et t? (SBinfet MFN) gehört. 
?5ör ben g?unft M ift aber MN = y bie Drbtnate unb OiV = a; bie 
mfciffe, mmx man ben ©ipfel ber ^axaM ium Slnfang^punft beö 
re(i^tminfeligen (Soorbinatcnf^ftemö nimmt. 5«nn ift aber offenbar 

y = r , sin, v (1) 




ober 



X 



= p -f- r C05. V 



(2) 



1 



54 



S^tan^formation ber (Koordinaten* 



wenn p ben ^bftanb bed Srenn^nnfted vom ®{))fel beiei<^net. Sic 
@Iei^ung ber Parabel für red^twinfetige Soorbinaten, beten ^nfaitg^- 
punft im ©ipfel ber ßurije Hegt, tfi ahtt 

©e^en mx in biefe ©lei^ung für a unb y il^re aBettl^e bei (2) 
unb (1), fo fommt 

r^ sin.v^ = 4p (p -|- r co*. v); 
abbirt man auf beiben Seiten r^ cos.v^, fo fommt 

r2 m.t)3 -|- r2 cos.v^ = Ap^ -f- 42>r co8,v -(- r^ coä. t;^ 

r^= (2p -\- r co8.vy ' 

r = 2 p -|- r CO», v i 

r (1 — co».t>) = 2 p 

r = T ^^ (3) 

1 — cos,v 

unb bieö ift bie gefuc^te ^otarfltetc^ung ber ^arabel,' totnn bcr S3renn? 
^punft gum ^ol geioäl^lt wirb, gür v = erl^fitt man na^ bicfci 
©teic^ung r = qo . gur v = 90» wirb r = 2p unb für v = 180" 
toirb r = p. 

Riß. 44. 

«ig- 45. ^ 




0\ F 




27 Polargleichung der Ellipse und Hyperbel. 9lel^mcn toix ben 

Srennpuuft F ber etli^)fe, gig. 45, gum $ot ber ^polarcoorbinaten, bic 
^au^>ta):e ber ©Hipfc gur ^Xnfang^ric^tung ber aBinfetgäl^lung, fo ift 
FM = r ber gettftral^l beö ^punfte^ M, welcber mit ber 8lnfang§Iini( 
ben äBinfel MFF = v ma^t. 

gür bad red^twinfelige ßoorbinatenfppem, wet^eS wir in §. 11 bei 
©tttwidetung ber ©teic^ung ber ©llipfe ju ©runbe legten, tfl MN = y 



bie Dtbinate unb 0N=^ x bic ättfciffe bcd fpnntte« if- Slutt aber ifl, 

mie Te{(^i }u überfeinen, 

y = r.«m.ü (1) 

ferner ifl 

jPiV" = r .co8,v\ 

eä tp aber 

FN = E -{- X, 

»enn £ mte früi^er ben Sttflanb be« 8rentt<)«n!ted F t)pm 5IKittel!punft 
ber (Stlt^jfe bejetc^net. golglidS) ifl auc^ 

X = r.co«. r — £^ 

ober 

a? = r.co8,v — Je (2) 

wenn teir Ae für E fefecn. 2)a JB2 = J« _ je;2^ ^o ijl bemnac^ au^j 
£2 = ^2 _ ^2e2 ober B^ = A^(l — e^). ©ubftituiren »ir biefen 
mtxü) 'oon JB2 in bie ©leit^innfl ber eUi^jfe (®L 6, §. 11), fo tmmU 

A2y2 ^ ^2 (1 -- e2) ^2 _ ^2 . ^2 (1 _ g«) 

ober 

J/2 -[- (1 — «2) ^.2 = ^2 (1 -_ e2) (3) 

tim »erdnberte gorm ber ©leic^unfl ber 6IIi:pfe, wenn ti^re ^au^jtaren 
gu Soorbinatenaren itnf>mmcn »erben, welche gnm Uebergartfl anf ^olar^ 
coorbtnaten \)ort^eit^after ifl, ate bie urf<)rüngtid&e gorm ber (SHipfen^ 
glei^ung. 

©efeen mir in ©teic^ung (3) für y unb x i^re äßertl^e bei (1) 
unb (2), fo fommt 

r^sin.v^ + (1 — e^) (rcoa.v — Aey = A^(l — e^) 
r^8in,v^ -|- r^co8,v^ — 2Aerco8.v -\- A^e^ 

— e^r^co8,v^ -\- 2Ae^rco8.v — A^e^ = A^(l — e^) 
r2 — e^r^ co8. v^—2Aer cos. v(l — e«) -f- A'^e^ (1 — e«) =zA^(l — e«) 

7.2(1 -^ e2C05.v2) — 2AerC08,v(l — e«) = J2(l g2)2 

r2(l — - e^cos.v^) z=i A^(l — e^y + 2^(1 — e^)erco8.v; 
abbirt mon auf beiben Seiten be^ ©tei^l^eiUgeic^en^ e^r^co8.v^, fo fommt 
r2(l — e^cos.v^) + e^r^cos.v^ = A^(l — e^y 

-f- 2^(1 — e^)erco8.v -f- e^r^cos.v^ 
r^=z [A(l — «2) -j_ ßrco8.vy 
r = A(l — «^) -|- er cos, V 
r (1 — e COS. ü) = J (1 — «2) 

r = ^l^i-=^ 

1 eCOÄ.t? 



56 Xratt^fotmatioti ber ©oorbütaten. 

bie gefuc^te fßolatglei^ttng ber i&Uipfit, in melier e febetseit Meiner 
fei» mtifi ate 1, ba £<A 

J&Sttc man bcn anbern ®rentH)ttttft P, gig. 39, juni ^ot b« 
$oIarcoo(binaien gem&i^U, fo wätbe man 

r = ^. ^ (5) 

1 + ecos.v . r 

ate ^olatglei^ung ber (SUi|>fe gefunben l^aben. 

gür e = wirb 

r == ^ 
nnb bied ifl bie spolargleic^rnng bed jtreifed. 

9la(^ bemfelben SSerfal^ren, »elc^e^ »ir fflt bie ßKiipfe attgetDenbet 
1)aUn, finbet man abet au^ 

, = ^La^_£!) (6, 

1 + ecos.v 

für bie ^oTarölei^nng ber SQ^^txhcl, unb gwar gUt ba^ obere ober 
untere SSorjeid^en im Sienner, je na^bcm man ben einen ober anbern 
9renn:|)un!t ber J^^ptxbtl lum $oI t0&f)li. 

gür bie J&9<>erbel ifi e flet« größer M 1. 

Siefelbe ©teiiä^nng (6) jtetU atfo entweber eine (Sllip^t 
ober eine ^9:perbel bar, ie na^bem « < 1 ober e > 1 ift. 



®iebented Kapitel 

Stürben l^dl^erer Crbnung nnb ttandfcenbetite @:urbett. 



28 Parabeln verschiedener Ordnung. 3Bir ^aben gefe^yen, ba^ 

iebe ©teic^ung erfien ©rabeö jwif^en ben 93er&nberlic^en x unb y, auf 
re^ttoinfettge 6oorbinaten begogen, tint gerabe 8inie barfleHt, loä^* 
renb iebe @Iei(|iung jmeiten ©rabed jn^ifc^en gwei 93ariabeln entweber 
tint Parabel ober eine (Sni:pfe ober eine J&9:perbel re^)rÄfentirt , je 
nai^ bem ©rdfien^eri^&ttni^ unb ben SSorjeid^en ber conftanten gactoren. 



(Jurt)ett l^öl^erer Orbnuttg unb tratt^fcenbetttc (^urt)eii. 57 

Me Qut^tn, beten ©teif^ung l^öl^ere fpotengen t)ott « unb y tnU 
^alif merben (Sut^en l^5^etet Dtbnung genannt unb ed giebi beten 
itnjäl^Kg j)iete, s>on benen »it nut einige bet einfa^jten betrauten »ollen. 

^De Sur)>en, beten @Iet^ung in bie allgemeine %oxm 

y« = aa?»» (1) 

^paffen, in »eli^et a, n unb m confiante ©tdßen begeic^nen, »etben 
wntet bem gemeinf^aftlic^en fHamtn bet ^atabeln gufammengefafit. 
©tteng genommen gel^ött alfp m^ bie getabe Sinie untet bie ^a^l bet 
fpatabeln, benn ©teiiä^ung (1) gei^t in bie ©teic^ung einet getaben Unit 
übet, totnn n = m = 1. Sie ^ßatabet . jweitet Dtbnung, fftt 
welche m = 1 unb w = 2, »itb »otjug^weife $PatabeI genannt, unb 
ttut biefe im J)ietten Kapitel näl^et befptoc^ene ftumme Sinie ifl ge^* 
meint, vomn man ol^ne weitete SJejei^nung \>f>n einet ^atabel tebet. 
©obalb in ©leic^ung (1) m unb n itgenb welche anbete Setti^e l^aben 
aU 1 unb 2, fiellt biefelbe tim ^ßatabel l^öl^etet Dtbnung bat. 

»ig. 4G. 



X 











d 


/ 


^ 


2 




/ ^^^^^^~^ 








—- - 


s 


M 




'S"' ^ 


— 


6 


,X1 


655^ 










/y 












ffX 


f 










U/ ^ 












W ' 












l 










X 






.\ 
















^ 'K 
















'' ' \\ 
















'' ' IX 
















^ ' \ Nw 
















/ y \> 


s. 












^^1 


^<^ 










^ -» •■ 






- 


" — 


6 


"' 


/ 
/ 








/ 


/ 

f 


^ 


2 


/ 




/ 




/ 




• 




/ 




/ 




/ 




/• 




/ 





3n gig. 46 flnb »iet 6utöen jufammengefteDt, »eld&c bet @lei4>ung 

y^ = X (2) 

entfpted^en. ate Sdngeneinl^eit ift bei gonfttuction biefet 6utJ)en baö 
(Sentimetet angenommen »otben. gut n ==: 1 fleHt ©leic^ung (2) 
eine getabe Sinie bat, »et(|>e einen SOBinlel »on 45» mit bet SlbfciffeUi» 
ate ma(|yt. 



58 Surüett f>ß|>erer Crtnuttg uxto tratt^fcetttetttc (Juwen^ 

gör w = 2 flcOt ©Ici^unfl (2) Me gcwSl^nlic^e ^arabcl bar. Sm 
galle w = 2 giebt ®Ici(|ttnö (2) folgcnbc iufammenjell^drige ffiert^ 
öon a unb y, nac^ welken mort bie 6uts>e auftragen fann: 



a 


y 


0,2 


0,45 


0,5 


0,72 


1 


1 


2 


1,41 


3 


1,73 


4 


2 



3ft tu ©let^ung (2) w = 3, fo l^abcn wir mit einer gJaraW 
britter Drbuung ju t^uu, wir cri^alteu uac^ ber ©Teilung y^ = x fol- 
geube gufammengel^örigc Sert^e t?ou x uub y: 



X 


y 


0,2 


0,59 


0,5 


0,79 


1 


1 


2 


1,26 


4 


1,59 



pr w = 6 ge^t ©leic^ung (2) über in 

t/6 == a? 
unb biefcr ©teic^ung entfprec^en fotgcnbc gufammengel^drige SBertl^e »en 
a> unb y: 



X 


y 


0,2 


0,76 


0,5 


0,89 


1 


1 


4 


1,26 



@ttrt)en |>öj)erer Orbnung unb trandfcenbente @uröen* 59 

gut ^ = crgtett P(ä& bei oücn bcr ©leic^^utig (2) angel^ötigett 
ßuröen au(ä^ y = 0, fflr « = 1 txQxtbi fl^ auc^ fflt afle y = 1. 
3ur Hebung confiruire man bie Surfen; beten @Ui^un^ ifl: 

1/2 = 2 a? 
2/3 = 2 a? 
i/*=2^, 
tttbem man für x ber Sleti^e na(|> in biefen ©teic^ungen fefct Vio/ Vio/ 
1, 2 unb 4, bte jugel^örigen SBertl^e i)on t/ berechnet unb aufträgt, wo*' 
bei man titoa bcn babif^en 3«>1I ^f^ Sängeneini^eit annel^men fann. 

Sßtr Unntn l^ier ni^t weiter auf bie 8ef:pre(|ung ber ©igenf^aften 
ber Parabeln l^oi^erer Drbnung eingel^eu. 

Die Lemniscate. S)ie Semnifcate ift eint frumme 8inie, 29 
welc^ie bie ©igenfd^'aft l^at, bafi für {eben ^unft M, gig, 47, 

Siö- 47. 

M 




berfelben ba« ^robuct MF X MP ber abjlÄnbe beffetben »on 
gwei feflen -fünften F unb i^' ftet« einer conflanten ®röge 
flteic^ ift. 

ffiir mUtn beu 2(bftanb ber beiben qjunlte F unb i^ mit 2jB 
unb ben conflanten SGBert^ be6 ^robucteö MF X MF mit A^ Uitii)^ 
neu. — SRei^men »ir bie SSerbinbungölinie ber beiben fefien fünfte F 
unb F' jur 2lbfciffcnajce unb ben ^unft berfetben, welker gwif^en 
F unb F in ber SKitte liegt, jum Slnfangöpunft ber ßcorbinaten, fo 
ijl bie -^bfcijfe beö qSunftea M glei(ä^ 0N= x unb bte Orbinate bef^ 
felben NM = t/; wir ^aben alfo 

FM^ = (iE -\- xy 4- t/2 

F'ilf2 ,:^ (£ _. ^)2 -j- y2^ 



60 Sunoen Isolierer Crbnuttg utib trantffcettbente @ttrt>en* 

ed ifi alfo naä^ htx £)efln{t{Qn bet iSemnifcate 

[(E + a?)8 + y»] [(£ - a?)2 + y2] == ^2 . . . (i) 
eine ®Iei(^ung ^itxitn @rabed.ald @let(^ung ber Semnifcate. 9la^ 
einiflen JRebuctionctt ergteM fl^ oud ©tet^unfl (1) 

wttb botaud . 

y = V(— ^2 _ £2 -f V4 Je«^» + ^*) ... (2) 
gür ben J)ut(^f^ttitWputt!t ber (S.ut\>t mit ber Slbfciffenaje ifl 
y = 0, alfo 

^2 _|_ £2 := \/"4£2^2 »|_ ^4 

^4 -f 2£2^2 ^^5:4 = 4JE>-c2 ^ ^4 

-J.4 _ 2 js^ j?2 + jE:* = ^* 

«2 — £^ = + ^2 



ÄJ = ± '/jS'a + ^2 (3j 

Sie ©teid&ung (3) gicbt ütx Sßtxt^t für ^, öoii benen aber g»ei 
ate imaginär wegfallen, fobalb A> E, %ix A = E gteW ©Uid^mi 
(3) brel reelle Sertl^e für x, \>on benen einer glei^ SlnH. gür -4>>£' 
l^at atfo bie ßuröe 2, für ^ = iS? ^at jle 3, für -A < £' ttibli^ l^at 
fle 4 2)urc^f^nittö<)nn!te mit ber Slbfciffenare gemein, »oraud man fc^on 
überfeinen fann, ba^ ber ®^arafter ber ßuröe ein »efentti(|> anberer fein 
wirb, ie nac^bem A gröper, qUü) ober Heiner aU E ift. Um bie« an^ 
f^aulid^er ju ma^en, moUen wir ben S^ertanf ber ßur^e m^ ©leid^ung 
(2) für fpecielle äßertljie ^on E unb A ijerfolgen, unb jwar wollen wir 
für alle folgenben IBeif^Jtele E = 2 (ßenttmeter) annel^men, bagegen 
für A ber ateii^e na^ öerfc^iebene SQÖertl^e fe^en. 

I. E z=2 2, A = 1,5, atfo A<: E. %ix biefe fflerti^e ber 6o^ 
efflcienten E unb A wirb ©tei^ung (2) 

y = Vi— j?2 — 4 + VW^-^ 5,06) ... (4) 
2)iefer ©leic^ung entfpre^en folgenbe iufammengei^Srige SEBert^e 
ijon X unb y\ 



X 


2/ 


±1,32 

+ 2 
±2,5 




± 0,55 





(Jttr\)en f^öf^erer Ortnung unb tran^fcetttente @urt)cn* 61 

gät i)oflttöe ober negatiioc SDÖerti^c öon ^, wel^e fleiner flnb ate 
1,32 uttb grölet ate 2,5, giett ©lei^uttj (4) für y nur imagindre 3Sert]^e. 
2)ie ßwrioe ii\ttt)i bemnac^ aw^ jwei gefonbcrten in flc^ flefd&Ioffetten 
©tuden, »ie man bied gig. 48 fielet, in toiU^tx bte wm i^ unb F* gc^ 

gig. 48. 

M 




gogcnen mit I ieget^ncten ringförmigen gtguren ber ©lei^ung (4) 
entfpre^en. Sei ber ßonfirwction biefer gigur ifi etenfo »ie 6ei ber 
ßonftruction ber (Swröen II, HI wnb IV baS ßentimeter gwr Sängen^ 
etnl^eit angenommen worben. 

n. je; = 2, ^ = 2, alfo A = E. %nx biefen %aU gel^t ©lei;^ 
(3^ung (2) ilter in 

y = Vi— a?2 — 4 + yW^-Y 16) .... (5) 
tiefer ©lei^ung genügen folgenbe gufammengel^Brige ffiert^e t)on 
0? nnb y: 



X 


J/ 








+ 1 


±0,81 


±2 


±1 


+ 2,83 






»ona^ bie mit n bejei^nete ßuröe in gig. 48 conpruirt ifl; fie befielet 
aiid gwei in fl^ gef^Ioffenen ©tüden, welche in jwfammenfio^en. 

III. £7=2, Ji = 2,5, alfo .4 > -E7. gilr biefen ga« ge^t 
©lei^ung (2) über in 



62 (Sttttoen f^oi^etcv Orbnuttg unb tran^fccnbente Sur\)cii* 

y = V(i— ^2 - 4 + VT67« + 38,9) .... (6) 
wtU^tx ©leic^wttg folflenbe gufammenflci^örigc SQBcrt^c \>cn x imb y gc^ 
ttfiflen: 



a 


y 


" 


±1,5 


±1 


+ 1,55 


± 2 


± 1,45 


±3 


± 0,72 


±3,2 






5)ie na^ ©leic^uitg (6) conftruirte 6uröc tft in gig. 49* mit III 
bcjei(|net. S)ie beibcn für -4 <C £' getrennten (Snri)enftü(fe vereinigen 
jic^ ^icr gu einet einzigen gefc^lojfenen Suröe. 

gig. 49. 

M 




IV. JE = 2, J = 3, alfü glei(^fand A:>E, gür biefe SÖcrth 
öon £^ unb ^ wirb CiM^ ©Ictc^nng (2) bie ®tei(^ung 

y = l/(— ^2 — 4 + /l6a:2 + 81) ... . (7) 
welcher folgenbe jufammenge^örtge äBert^e ^on x unb y gcl^ören: 



@ur\)ett fiofierer Ortnung unb trangfcenbentc (Jurt)eit» 63 



X 


y 





± 2,25 


+ 1 


±2,2 


± 2 


±2,00 


+ 3 


± 1,41 


+ 3,6 






»ona^ bic gurioe IV in gifl. 49 confhwirt ifi. 

2)ie 8cmn{fcatc @Ic{^unft (2) jctfdflt alfo in gwei flehenntc gc^ 
fd^Ioffcne ßuröen, fo lanjje ^ < E\ jle bilbet ater eine einjige gef^^Iof^ 
fcne 6uröc, fobalb A:> E. 

eine weitere ©efpre^wng ber ßurüen l^öl^erer Orbnung gehört 
ni(^t ^ier ^er. 

Transsoendente Curven. SKit bem 3^amen ber trandfcenbenten 30 
Gutöen iegei^net man biejenigen, in beren ©lei^ung bie Orbinate y 
oX^ eine (Sjcponentialfunction, al6 eine logaritl^niifd^e gunction 
ober ate trigonometrifd^e Function ber 2lbfciffe x erf^eint. SKan 
fann biefe ßnröen am einfa^fien in bet SSeife conftrniren, ba§ man bie 
gnfammengei^örtgen SBert^e öon x unb y an^ bet ©lei^nng berechnet 
wnb ald te^twinfelige ßoorbinaten aufträgt, »ie »ir bieg beifpieföweife 
für g»ei fol^er ßwröen auäfül^ren »oDen. 

e« fei bie @Iei^ung 

gu confhuiren. SDiefer ©lei^ung entfpre^^en folgenbe jufammenge]^örige 
Söert^e üon x unb y: 
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y 
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2/ 


— 4 
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16 



wona^ bie ßuröe, gig. 50 (a. f. ©0^ bö^ Zentimeter aW gängcneini^eit 
nei^menb, confhuirt ifi. 



64 (5ttrt)ctt f>5^erer Ortnung uiib tranifccnbcnte Qux^tn. 



Um bte @tci(^un9 

y = n,8m.x 

ju cottfhititcn, xm^ vxan fl(^ ctft batütct entfc^etben, »elc^e idttgencinbcit 

gtg. 50. ttiau jum Sluf tragen bei 

SßinWgrö^en x »fil^Ien 
wiH. fifingcn unblBBinfcl 
flttb öerfc^icbene 5E)ittgc, 
»el^e ni^t mxi berfelben 
6tnfiett aemeffeji roctbcn 
fönnen, fle finb incom^ 
menfuraiel. ^cnn man 
alfo bic Ä bcr ®lei(3^unä 
y = n . sin. x oX^ ^'' 
fciffctt auftragen «oiH, fo 
fann bteö nur tn fofcrn 
flcf^el^cn, bafi vxax^ eine 

ber SDÖinWgrö^e a? i)roi)orHonaIe «änge aufträgt. @o ifi benn in gig. 51 

bie ®Iet(^ung 

y == sin,x 

Sig. 51. 
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vx ber Söeife conftrutrt, ba§ für eine SBinfelgrS^e oon 90o eine %Qix^(^i 
t)on 18™, alfo für 10» bie 84nge »on 2°»» aufgetragen ift. Swt ®n^ 
]^ett ber Drbinaten ift baS Zentimeter gewählt. 

gig. 52. 
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3n gleicher SBeife rej)räfentirt 55ig. 52 bie ©lei^ung 



Surt)cn pl^erer Crt^nung unb tran^fcent)cnte (yurt)en. 65 
unb Sig. '53 bie ©lei^ung 

y = tang.x. 
Set GpttfhucHon bct Untern Stgut, »eld^e flc^ nur auf bie beiben 

819. 53. 

Y 




erjiett Duobtanten be« Stnfefö x erfltedt, tji jeboc^ ber ajlaapjiab be^ 
abfciffen boppelt fo gro^, bet ber Drbtnaten nur ^aXh fo fltop genouu 
men a(d für bie beiben t>or]^ei:ge:^enben "^i^Mxtix. 

etwa« complicirter atö bie oben beti:a(|)teten ifl bie ®Iei(|)ttnö ^^^ 
Äettenlinie, b. ^. berjeniflen frummen 8inte, »el^ie bur^ ünt mJß# 
U^fl btegfame Äette (ober bur^ ein ©eil) gebilbet wirb, xotX^t an jwei 
gJunf ten fo aufgel^ängt ift, bap fle frei gmifc^en benfclben l^erabi^änjt. 
3)ie ©leic^ung biefer ßuröe ift: 

A.cos.c , A — hy ± V{.A — hyy — A^(cos.cy 

X = log. ^ J--Z T r . C-^) 

S)ie Slbleitung berfelben iß eine Slufgabe ber 9Jle(|)ani!; fiier »rallen n>ir 
un« ouf bie 2)i«cufjlon berfelben bef^ränlen. A, h unb c jlnb 6oni= 
{Tanten, beren Sebeutung l^ier ni^^t meiter erörtert werben taun. SBir 
wollen bicfc ®Iei4)ttttß auf Hn re^twtnfeligea ^Ijcenfpfiem bejiei^en, für 

Wiillrr« anal^tifd^e Geometrie 5 



66 Sttroen ^d^erer Ortnung unt tran^fcenbente 6urt>en. 



mü^t^ bie ))ofUit>en fEüttif^t Don y i»on ber 9(jre ber « no<|^ ttnten %t* 
{Ap werben. 

3m SlUgemeinen giebt obige ©leit^ung ber ftettenlinie für ieben 
fpecieQen 9Bertl^ \)on y gwei SQert^^e Don ^, loel^e in einen einzigen 

iufammen faOen, menn 

A — Äy = -4 cos.Cf 

dfo wenn 

4 (1 €08. c) 

y= Ä ' 

benn fflr biefen SBert^ Don y wirb ber unter bem 9Bur}eI}ei(^en fie^enbc 

Sudbrud glei^ 0. %ix no^ größere SBertl^e t>on y erl^AIt man ima^ 

ginAre äOertl^e i»on x, »eil aldbann ber unter bent 9BurieI}ei(^en fie^enbe 

Sludbruct negati\) wirb. 

©eften wir 4 = 1, A = 1 unb c = 70», fo ge^t ©leic^ung (1) 

über in 

1 - 2/ ±V^(1 -!/)«- 0,117... 



w = 0,342 .. log. 



(2) 



0,06 . . . 

3lu0 biefer @Iei(^ung ergeben fi^ folgenbe }ufammenge]^9rige äBert^e 
Jjon y unb a: 

gig. 54. = 




■ 



X 



ober 0,517 
0,038 » 0,483 
0,085 » 0,431 
0,173 • 0,343 
0,2585 



fnaä) blefen3al^Ienn>ertl^fn 
ifi bie Äettenlinie, gig. 54, 
conjhuirt, inbem bad ^u 
cimeter jur ?Angenein^eit 
gemAl^lt würbe. 



Bweited Sud). 



'itnat^tifc^e ©eometrie im Slaumc, 
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fünfte, Sintert uttb OBerflärf^ert im Slaum* 



Coordinatenazen im Baum. ®o xoit bie Sage eined $un!ted 31 
in ber @bene buc^^^ejie^ung beffelben auf 2»ei etnanber f^neibenbe 
^oorbinaienaren benimmt ifl, fo fann man bie Sage eined $unlted im 
dtaum bur(| SSejiel^ung auf btei ^oorbinatenajcen befKmmen, ))on 
benen iebe auf bet ebene ber Beiben anbeten ted^tminMij fte^t. (S3on 
bet Setra^tung f(^ieftoinIeIiger Soorbinaten im fRaum nei^men toix Um^ 
flanfl.) 

@tn foI4)ed @oorbinatenf9ftem fann man auf bem ^<x);>itx ni^t un^ 
mittelbar barfteHen, b. l^. man fann bie brei Slxen auf bem $a))ier ni(i^t 

xx^, i^rer »al^ren gegenfeitigen 
Sage auftragen, meil fie ni(^t 
Kxi, einer ^\iv\t liegen, inbem 
j[a iebe ^jce aud ber @bene ber 
beiben anberen l^eraudtritt. SRan 
xsox% bcÄ^alb, yxm burii^ 3^i<^^ 
nung eine Slnf^auung )>on 
einem folgen Soorbinatenfpflem 
gtt geben, ju ^jerfrectiüif^er 
SDarpettung feine 3wflu^t nel^f^ 
xsitxi^ inbem menigjiend eine 
ber brei Slren t>erffirjt gejei^^ 
net »irb. 

gig. 55 fleOt bad v«fi>«c* 
tiöif(*e «itb eine« an« brei gu einanber rec^twinfeligen geraben «inien 
gebilbeten «renf^jiem« bar. 3»ei ber «ren, nämlidji XX' unb ZZ'^ 
follen in ber (Sbene bed fpa))ierd liegen unb mir moOen annehmen, bap 




70 



^unftC; Stttien unt^ Oberflächen im fRaum. 



bte ^xt ber x fleid ^orijontal, bie Sljce ber z fietd t>etKcaI gefleUt iß; bie 
britte Slre abec, nimU((f bie 9ixt bet t/, foQ recffiminlelig fiel^en }ur (Sirene 
bed $af ierd, alfo te^tminlelig fowol^I auf ber 9lre ber « aü auf ber Urc 
ber z\ fie !ann alfo in einer ßti^nutti nl^i in il^rer wallten Sage 
aufgetragen, fonbern fle mu§ f^rAg liegenb ge^et^net werben, loie Wi 
in unferer gigur gef^ei^en- ifi, wtli^t bad Slrenfpflem fo barfieHt, aU ol 
ed fic(^ linld i»om Sluge bed Sef^auerd unb tiroa^ unter bentfelben befanbt 
3n allen folgenben giguren jUib bie SDimcnjlonen in ber JRic^tunj 

ber Slre ber a unb bet Slre bet 
z in il^rer »al^ren ®rö$e, bie 
I)tmenjlonen in ber ?ljce bcrj 
aber öerfärjt unb jwat in Vi 
ber maleren Sänge aufgetragen. 
©0 Hegt j. ». ber «Punit A 
' gig. 56, 2«"» re^^td, B l,b^ 
UnU t)on 0. 3)er ^Junft C 
Hegt 2,2«=^ über, i? 1,2«*» wn^ 
ter 0. — JFfleHt bagegcn einen 
$unlt bar, welliger 2«" \)oi 
unb F einen folgen, »clt|ei 
Z' 2,3<^» hinter Hegt. 

J)ie <>ofittöen fflerti^e öon .2? foDen ftetd »on na^ ber ate^tcn, 
bie ))ofUi^en Sert^e )>on z ioon na^ oben, bie :pofltit)en SBertl^e m 
y enbHc^ \>on na^ \)orn gejfi^tt werben. 

32 Die Goordinatenebenen. !£)ur((f j|e {wei ber eben bef))rc^enen 
(Soorbinatenaren fann man fl^ eine @bene gelegt beulen, welche nad) 
ben Beiben Streu genannt wirb, mel^e fie enti^AH. 9$on ber gegenfeittgen 
Sage biefer (Sbenen fott gig. 57 ein Silb geben. 

Die ebene ber az ift eine uttitaU ebene, welche in unferer gigw 
ttnt)erfür)t erfc^eint unb auf melier bie 9(re ber y red^twinfeHg fielet. 

S)ie ebene ber yz ift gIei((ffaQd eine r^erticale ebene, mel^^e, m 
t>orn na^ leinten gerichtet, in unferer gigur t>erfär)t erf^eint unb auf 
totUftx bie %xt ber a re^twinleHg ftif)l 

S)le ebene ber xy ift eine i^erijontale ebene, weil fie burc^ bie 
beiben i^ori^ontalen SHren x unb y gelegt iß; auf il^r ftel^t bie Sljre bet 
z rec^twinlelig. ^n unferer gigur erfei^eint bie ebene ber ay »erUist 
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^unftf, ?tTtien unfc OberRin^cn im SHautti. 
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2ie jntti Htf« @oorbinattnet)tne)t f^iielbfit fic() in cinnSlit; nfimlic^: 
bie @btne bei a^^ unb ble @bene ber y^ in bti 31» bei z 

. yz . . .. . all/ ..... y. 
35Mt# bie b«i eben befpiot^ienen (Sbenen merben um ben anfanflfl= 
t)un!t b» Spoibinaten ^«um a^t tärperlidie (Sdtn gebilbet, nie 
bieä unfm glgut imf^oHlif^ mn^en foll. Stl3 ba8 etfte btefei (iStp«= 
li^en @den wonen n>ir bttSjenige bejei^nen, befftn Aanttn buii^ bU 
br«i ))ofltiuen ^ime bei gooibinattnattn gtbilbtt rotiben. (Sd i^ bleS 
alfo ba8 f3rf)titi4ie @(t oben, com unb rechts, baS ein)ig{, mtlt^eS in 
gjg. 57 uoUfitdnbig fl^tbai i|i, b. ^. »on mtldicni fein %%t<X bUT<$ eine 
bei @ooibinitttiiebenen »etbedt erf^etnt. 

Si3- 51- %h- 58. 




BeBtimmung des Punktes. 55enfen TOit uiiä Bon bem Spnnfie 33 
, M, gig. 58, ein 5p«i)enbifel tiuf bie ebene bei xz, eineS nuf bie ebene 
bei yz unb eines eubli^ auf bie ebene bei xy gefällt, fo flnb bie 
!PunHe a, b unb c, in wetzen bie qjetpenbifel bie eooibinatenebenen 
treffen, bie iptoiecifonen beä fünftes M nuf bie eootbinfltenebenen, 
utib iuni ift: 

n bie ij'iojection beä Ipunftea M nuf bie ebene bei xz 

h . . . " M . ^ . , yz 

c * . • . M <• * • t xy. 

iDöä Sßeipenbifel Ma i|i (jnroTlel mit bei aw bei y, Mb ifl pniollel 
mit bei Süjre bei x unb J/c eiibli^ ift paraHet mit bei Are ber s. 

S)ie Siinfle jebeS biefet «IJeipenbifet, wel^ea mit bem Su^ftnben 



72 ^unFte, Sinlm unb £)Bcrflä(^en im 9Vautn. ^ ' 

btttenigeK fljce begeii^net telib, mit ivelc^et eS i)atalltl lAuft, niigt bcn 

älbftanb hti $un(tcd con einet btt €DDi;btnattnel!eneii. 

Ma = y ifl bie Sntftrnung beS ^PunOeB M oon b« ebene b« xz 

Mk'^zx *> • ■ I M * t t * yz 

Mi' = z t • • * * M • • f t xy. 

£}itb eint @tiene gelegt bur4) bie Sinien ifa unb Mc, $ig. 59, 

fo ft^neibet jle bie aie bet a; in /. 

eine bmc^ 3/6 unb ü/c geUflie ©feene f^neibet bie älre bet y ink 
©ine bnti^ .Ma unb Mb gelegte ebene f^neibet bie Stte bei ^ in tt 
(§S tft leitet ju beroeifeii, bn^ 

0/= 1>M = X 
Oh = aM=^ y 
Od= cM = z. 
3>ie Sage beg 3ßnnfle3 JJ tft beftiinini, fobalb bie Sett^e feinet 
@ooibinäten x, y unb z befHmmt jiiib. giii ben 5puiitt M, gig. 59, 
ijl j. SB. ar = 12"'°, j/ = 34™ unb z = 18™, O" ®»l«ff fc" 
Otbinaten y etinnetn mit, bog biefelben in utiftten gigurcn mit bei 
^dlftt if)xei toa^ttn SOeet^el aufgettngen |1nb. ^(efeä 9!eTtfltiUHgB< 
Stt^filtnig ifi iebc^ ein beliebig gewätilteg.) 




Um tei^t unfdjault^ ju maxien, ivie bie Sage elneS $niiIteS bui^ 
feine <Sootbiuaten befitmmt ift, icoHen wit einen ^unft M, gig. 60, 
Mxai^ttn, ffir wetzen ifl; 

as = 12™ 

z = IS"». 
iDurrf) bie ©cbingnug, bnß a;= Ja""« fein foll, l(t nuägefptoi^en, bog 
bet spunll jlf in einer @6eiie/ji, gig. 60, liegen rnnffe, meldje )>ai:oHeI 
mit bet (Sbene bet yz ifl unb 12°"" weit »011 i^t ob^e^. 



5Jun(tf, Linien unb Öberflä^fn im Slaum. TS 

^ z = 18»" fein foM, fo Hegt ben qjunft M aUt au^ irof dnet 
ebene dp, nel^e paraUel mit bei @bene bet xy 18°"° übet btifetben 
Ittflt; bei gefudite ^vntt M lann alfo 'nui auf bei 3)ui^d}ttlttdtinle 
at bei Seiten (Sbeiun/n unb rfj> Hegen. 

X)uti^ bie SBebinflimfl enbli*, bog y = aä"» ftln foH, ifl aitt 
ou^ no^ bie gage beS !(JunHe3 Ü/ ouf bei ?iitie at feepimmf, ben« e« 
foH Ma = 22°"" fein. 

Um einen ^Junlt M na^ gegebenen SJett^en oon x, y unb z I« 
ein gejei^neteS ßooibinatenf^ßem aufjutragen, ifl ed ni^t nit^ig, bie 
@bene /n unb dp, auf beten ^ut^f^nittBlinie ei liegen foU, in bet 
SOeife gu jti^nen, mie c£ in %i^. 60 nur beeijalb gef^e^en ift, um ben 
3ufammen^ang onfdwulltiict jh mtidjen. ga genfigi folgenbes Set* 

Sifl- fii- faxten: SERnn mo^e 0/ glel^ bem 

gegebenen ^eit^e von ;>;, erti^te 
in / ein ^Pet^jenbitel; ft^neibe auf 
beinfelben fa g[ci<^ bem gegebenen 
göert^e »on « ob unb jie^e bann 
bnt^ a eine Slnie pataQel mit 
bet Mte bet y, unb tiage auf i^i 
enblii^ a M glei(^ . bem gegebenen 
SBett^e »on y (in b« beliebig genjäpen Sßeifütiung) auf. 3n biefet 
fffieife iß in gig. 61 bei ^unft M aufgctiagen, beffen goutblnnten {Inb 
X = 20™, z = 15™ unb y = 24""" (baö aSetlüijUiigöDetbällniB 
füt y ju V» genominen). 

3nt Ittbnng jei^ne man ein aienf^Pem ölinli^ bem in gig. 59, nut 
eitoai giBf ei, unb trage in beuifelben auf: l) einen ^unft N, füt neigen 

ar = 30""", y = 40""°, z = 14»°, 
unb 2) einen ^unlt T, fnt roel^en iß 

ar = le»", y = 36""° unb s = 25""». 
3>iefe 3ei4nungdübungen foUen votjugtoeife baju bienen, ben 
Sefet baian ju gemeijnen, in einet auf bie eben« be8 5papiet8 gejei^* 
neten gigui täumli^e SSetbältniffe ju ei(ennen, njoa bem anfanget pft 
gtoße ©^wietigleiten ma^t, roeslialb mit benn au^ biefen @egenflottb 
etmaa anaffi^tli^et befptet^en, ala ee geme^nll^ ju gefi^e^en ¥fl(fl*- 
Um bie anff^anung mSgti^ft ju etlei^tern lonn man au^ ju einem 
SRobed bes löiperli^en ürf6 feine 3u(lu*t nehmen. 3>a8 SJiet gu 
einem folgen SHobeH Ip biefem ffleit^ien beigegeben. ®ei bet äufam* 
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^unftf, Stntnt imi> Cbfrflfi^m ttn Staunt. 



intnfetuuB tUfte SRobcOd Ift bamuf gu ft^tn, ba§ blt btbmdte ®tilc 
bt« $(it»lcT9 blt innett ®tlt< M t&rpnli^tn <Sit bi)b(. 

9Sti: ^ai>cn biö^tt nui fnfiHot SDal^t oon jc, y unb ^ behrat^hl, 
*« wirb attt ffli btn Stfei jtti 
tdnt ®<(uieiiQtcit me^t ^afctn, 
blc ©ebeutwnö negdtioei SBert^t 
i>ijnar,yobei2juübei:ft^ett. Gin 
$unft, fAt udt^tn ^ negatic 

bet ys, gifl. 62. — ©in qjunti, 
für ttitl^n y negativ ifl, liegt 
^Intet bet Sbent bei xz, unb 
ein ipunft tnbli^, füi wtU^n 
z negatie ijl, (itgt untcc bn 
©btne bet xy. 

34 Länge und Biohtung des Leitstrahlea. Set ^unlt 3^, gtg. 63, 

bUbtl tin ©Ä beä «anflioörfels MbhcOfad, beffen bem SpunWe Jtf gt- 
Qenübetjtefrtnbefi Sit burift btn ütnfnneSpunft bet (Sootblnaten flebi[> 
bet mitb. 

ig. G3. 





aSiet Ännten biefeS SanflioilrfdS, Ma, ef, kO imb bd, jinb gleich f. 
Biet onbete Ännten beffelben, Mb, ad, fO unb eh, flnb gleite x unb bit 
Biet leftten enblidj, ^/c, af, dO unb 6A, flnb gleidj z. 

Stirb Jf mit biird} eine gerabe Sinie Petbunben, ^ig. 64, fn 
bilbet biefer %eitfiia^l MO bit Siftgonale beö eben berpttii^enen Sang^ 
mfitfelB, beffen ?än9e wir mit R beifldinen wollen. 

"Sia nun x, y unb z bfe Jtantenlängen beS Sangmiltfete finb, [d 
ift na(b $. 57 (®Iti^ung (2) ®. 95) bei Steteonteirie 



» 
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fünfte, gtnien uitb Oberflächen im 3laum. ' 75 

Ä« = «2 -f- y« + Z^ 

2B{c weit flnb ble fünfte M^ N unb T Dorn anfanö«<)unfte ber 
@i)oi:binaten entfeirnt, wenn il^te ßootbinaten {inb 

für ilf ' a = 24°»°» i/ = 12°»°» z = 15°»°» 
JV X == 30 y = iO z = U 

T ,r == 16 y = 36 z = 2b, 

SDer «eitftral^l JfO, gig. 64, welker in unferer gipr natürlich 
t^erfätit etf^eint; mac^t nttt ber $(re ber i/ einen SBinlel; welker in 
unferer giftur mit v bejei^net ifi. 3)en SQBinlel MOZ, wel^^en MO 
mit ber %xt ber z mn^t, wollen wir mit «, wnb ben SBBinlel MOX*f 
welchen MO mit ber %xt ber « ma^t, wollen wir mit t iegei(i^nen. 

5)ie gW<i>^ Jlf6Ac fie^t re^twinlelig anf ber 8(re ber y, folglicl) 
fielet au^ bie ^Diagonale Mh rec^twinlelig auf berfelben; mit anberen 
SQBorten, ber SBinlel MhO ifl ein regier (wenn er au^ in unferer gigur 
i>erMrjt erfc^eint) ober au^l Mh ifl ein »on M auf bie äre ber y ge^ 
fSate« $perj)enbifel. 

3n gleicher SQBeife jie^t Mf re^twinfelig auf ber 2lre ber x unb 
Md rcci^twinlelig auf ber 2Bre ber z. 

3n bem bei h rec^twinfeligen 3)reied MhO ift MO bie <&9potej^ 

nufe, ÄO bie bem ffiinlel v anliegenbe Äat^ete, folglich iftV 

hO y 
cos.v==j^ = ^. 

(Sbenfo ift MO bie Jp^potenufe bed bei / red&twinfetigen SDretcdö 
Jlf/0, worauf fl(^ ergiebt 



• 






C08, l 


OJlf Ä' 








in 


gleicher 


3Betfe 


: ergiebt JH^ 

COS. 8 


enbU^ 

Od z 
OM E' 










®eten 


wir 


ffir R feinen oben entwidelten SSerti^, 

V 

/•/lÄ ij — — — 


fo 


fotntnt 












+ ^» 














z 


+ ^« 












Ot/o» o 


y«» + y* 


+^« 







76 ^unFtr, Stnirn unb OBrrfUt^ im Staunt. 

mt giog flnb bie Stnfel, mli^t bic «cftßta^ltit btt ^uattt M, A 
unb T, bcKH Qeorbinoteu obtn ongegeben »uibttt, mit btn @ooibinattn> 
aieii lua^en? 

35 Sie Gleichung der FIflche. @li ^a^en [in g. 3 gefe^tn, baf 
jtbt ©leii^ung iioirdren jivei 9}atiabeln^ unb y, auf juci (Sootbinatettf 
artn in bei ^btne bejogen, eiuc Suioe bai^eHf. ^em tnl^pxti^tnb 
filttll nun and} jtbe ©Iti^ung jicifi^en biti Sttönbcrli^cn x, 
^ unb s, auf biei tSopibhinteuaien im dtcium bejogen, eint 
gidi^e bor, tuie bitS We fülgeubt Setra^tung bartljun füll. 

%i^. 65 jtjgt ein ©tüd ligtnb einet fmmmtn Slä% in feinet 
Sage ju ben brti ßDoibinatenebenen. 3)enfen toie unt nun ganj 
beliebig eine Snja^l wn CßnntteR in bei ebene ber xy beiei^net, Bon 
Untn etwa a einer fein mag, unb buri^ jcben bieftr Cßunfte eine %ini( 
paraHel mit bet Site ber z gcjogen, fo wirb jebea blefer 5ß«rpenbttel bie 
tiuuinte glä^e in einem fünfte treffen, wie benn baS in a erctt^tete 
gifl. ö5. q)er}>eubi!el bi; glödje 1« ben 

5punlte M trifft 

Sür jebes biefer spenjenbild 
liat nun bie von bet @bene bei 
xy an gemeffene .^B^e z feincä 
in ber !rnmmen glä*e liegen* 
ben @tpfel))uufted einen gan} 
befüminten Sert^, melier ton 
einem biefer ^er^ienbifel jum 
anbern oariitt, fo alfo, baß bic 
JÖö^t aM = z f ineä $unlted M ber fruminen glAcbe über ber @bcn( 
ber xy ali gunction ber ?age erft^etnt, welt^e feine Sßroierlion a in bet 
@bene ber xy einnimmt. 

3)ie Sage bes «(JunfteS u in ber @bene ber xy iß aber burc^ feine 
ßoctbinaten ab = x unb ac = y bebingt, wel^e juglei^ bie äbßünbc 
beS fünftes M »on ber ebene ber yz unb »on ber ßbene ber xz pnbi 
wir Idnnen alfo fagen: wenn ber ^unCt M auf einer gegebenen Oben 
flädie liegen foU, fc ift feine Otbinate z eine ^nctton feiner beiben 
anbeten (Soorbinaten a unb y, ober iu S^'^ienf tö i|i 

^ =fi.''.y') (J) 

wo bie gcrm ber gunetion »on ber SZatut unb Sage bet frummen 




^nnfte, Sinien tinb ObtrflÄi^en im Jftaum. 77 

%i&<^t abgingt. StuS b» @Iei<^una (1) fann man ahn aai} tint 
@)[ti{^nfl Qon Ut gönn 

/■(«, y, ^) = (2) 

aildUn, totU^t tit an^cmtinftt gotm einer ®le((^unii jwif(|en brei SSer« 
Anbcttii^en x, y unb z fjt. 

Sie gcnn btt gunttion ^ängt, mit f^on bemeift, oon bei 9Iatut 
unb ber gage bei glädie ab. Snnäi^P unlerfi^eibtl mon alflebialf^e 
glÖ^en, ntti^e bui:(^ algebratfi^e giinctionen batg<fleHt metben, unb 
tronafcenbenie gISdjen, in beten ©(eirfinng ttanäfcenbente gunctio» 
ncn eintreten. 

Sie olgebrflifi^en gI5i$tn »evben roieber in gtii(|en erpen, jaititen, ^ 
biitten u. f. tD. @iabed etnget^cllt, je nai^bem In it)ren Ölleitungen bie 
Saiiabefn nur in ber erfien ober auc^ in bet äweiten, brüten u. f. a. 
Sßotenj vottommen. SQir fSnnen uns t)ier niir mit einigen algebtaif^en 
glitten befci)ä^igen. 

Die aieiohung der Ebene. @a ift f^n auf @eite 3 ber (Sie» 36 
mentargeometrie bemerft loorben, bag but<^ ^eroegung einer Sinie eine 
gUii^e ent^e^t, unb in ber 3!^at fann man legelmdsigt gld^ am 
bcftcn babur<^ ^oratteriflcen, bag man anglebt, mie fie bur$ Seivegung 
einet gegefceueu 6uroe entftanben flnb. 

@ine @bene nun fonn man |i^ baburt^ entpanben benten, baß 
eine gerabe Sinle, bie etjcngungätinie (generatrix), in ber SBeife 
fortgefc^oben wirb, bag |le babei |tet3 i^rer utf^tfingli^ttt Sage pataKel 
bleibt junb^icättenb biefer ©emegung fiets nn einet (»eilen gegebenen 



Sig. OG. 




®eraben, bet Seftlinie (directrix), 
hingleitet. Slud biefer ISntße^ungd' 
meife ber @bene lägt flt^ nun au(^ 
lei^t bie @tet4ung betfelbcn abteiten. 

3;ie @bene nfsr, gig. 66, lann 
man ^4) babur^ enfjtanben' beuten, 
bng bie getabe Sinie np (generatrix) 
mit fi(^ fefbfl pataHef an ber Sinie 
nr (directrix) fjtnfottgefi^oben mitb- 

Die ®Ieid)ung bet Sinie nj), oM 
einet in bet @bene brr xz liegenben 
©eraben, ip 
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t ^ ax -\- d, 
tvD a bie triapnomctilfi^ Xangentc iti 3S(nfeU bcittf^net, mtl^n bit 
©ttflbt np mit btt Äw b« « aid^t, d dbtt ben Äbponb On. 

!tls !Clmhli ^abtn toti btc in bei lEbeiu bet yz (le^enbe getobt 
nr angcnomnieii, btrcn @IIct^ung ift 

i — by -\-d, 
»0 b bie ttiflonometrifcfie JEangente btfl SBlwMö btjei^itri, »etilen bit 
Ottabe nr mit bei: 91» btt y ma^t. 

(Si fd nun bie (Sricugungfllinit (laianel mit fi^ fetbft biö in bit 
Snge CJ oetfi^oben unb auf i^i ber $unlt J/ bctei^^net. 3Mc (S.oav 
binnten bitfes Eßunfte» Af jlnb nun MA = i, FA=-x unb AM=y. 
es lommt nun barauf on, ju ennititln, in »eli^er SQeife bie Otbtnatt 
z ab^&ngifl tft ocn x unb y. 

Renten mit uns junAiflfl vo« C ein ipeepenbitel C.5 auf MA 
gefiiat, fo tf)tilt bitftd bie Otbinatt befl fünfte« M in sraet 3:^ctle; 
ea fft nfimli^ 

zz= MA = MB -\- BA (1) 

9htn i^ ab« CB •^aXaM. mit btt üie ber «, unb ba fnnct C3 
•fotdttX iß mit np, fo i|t au^ a bie tilgpnpmetrif^t Xangtntc bee 
SinfeU, tvtti^cn CJ mit C£ ma4it, 
CS if) alfo 

MB ^ a.CB. 
9hm ift aber 05 = /*^ = «, folfl' 
114 ou4 

AfS = a.* . . . . (2) 
(58 ift aber feiner i^^ = CF\ unt 
ba C ein !punft bei Biiectiii «r ift, 
beffen atfclffe OF (glel* JA) »ii 
milybejel^nen moUen, fo iß offenbat 
BA= CF = hy -\- d . (3) 
®ub^Hulrt man nun in @lei' 
^nufl (1) ^i MB unb BA i^ie SOeit^e bei (2) uiib (3), fo fornrnt 

z = aiE A- by -\- d (4) 

»el^ed bie gefugte Ölleitung bei (Ebene i|). 

3ebe ©iei^ung bea eifitn ©labes jmif^en ben brel Sieiiinbeitii^tii 
X, y unb z IA{tt fi^ nun auf bie goim bei Olcl^ung (4) juifi<Ifü^itn, 
jebe ©lei^ung oon bei ^onn 



glfl- 87. 
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gx -^ hy -{• kz -^ l = (5) 

In »el^ct g, h, k ttttb l bcliebifle conflante gactoren Ui^xi^ntn, {fl atfo 
bie ©let^wng efnet (Sbene. 

Besondere FftUe. ©efeen »ii: in ©leic^ung (5) fl' = 0, A == 37 

unb Z = 0, fo tebucirt fle jt^ auf 

-^ = . . . . (6) 

itnb bieg ffi bie @lei<^unfl bcr (Sitnt itx ay, benn (ie reprdfentirt bfe 

©efammtl^it aller fünfte, für wel^c ^r = ift. 

SBirb fai ©teii^uttfl (5) A = 0, Ä = unb Z = gefegt, fo 

itf)t (ie über in 

^ = (7) 

tt)el(3^ea bie @Tei(^Utt9 für bie (Sbene ber y-er ijl. 

3tt glet^jer SBeife erfliebt fi(^ 

2/ = (8) 

ald @Iei(i^ung ber 6bene bejr az. 

SBBirb in ©lei^ung (5) nur ^ = unb A = gefegt, fo Ummt 

kz 4- 1 = 
unb barauö , , 

' = -j 

ober 

z =z m (9) 

xotnn wir m für ben Quotienten — t fefeen. (Sd ift bie« bie &ltl^nn^ 

einer @bene, xotl^t parallel mit ber @bene ber xy in einem Slbfianbe 
m über ober unter berfelben liegt, je nai^btm bad SSorjei^en öon m 
^ofitjo ober neflatiö ift. 3n flleic^er SÖeife ift 

a = r 
bie @lei(^ung etiver (Sb^ne; »el^e parallel läuft mit ber Gbene ber yz 
unb um bie Mn^c r oon il^r abftei^t, unb enbli^ ift 

y = t 

bie ®lei(ibung einer in ber entfernung t parallel mit ber Gbene ber az 
^erlaufenben ®bene. 

©efeen »ii: in ©lel^ung (5) ji = 0, fo fommt 

hy -^ kz '\- l = (10) 

9la^ biefer ©lei^^ung Hnii ber Sertl^ Don z lebigli^ )>on ber 
SJariabeln y ai >, fo ba^ e« flanj unb gar glei^güttig ift, wie groß man 
a, weI4)ed gar - ni^^t in ber ©lei^ung (10) J>or!ommt, nel^men mag. J)iefe 
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ooniDOtmene ®lti<^gältiflftit von x taitn aUx nur fftr eint (Sitnt ftott 
^at)tn, ucl^t mit \>a Hk bti x pataHtl läuft, bie (SUU^uhq (10) 
^eQt alfo eine fSbene bar, welche 
auf bct @6ene bei yz le^tmtnfeltg 
fte^t, «ie btee ffir bie in ^ig. 68 
barflefteHie ©tene nopq ber gall ift 
ÜMvtbitt man @tci4)ung (10) mil 
£, fc ergiebt fl^ ouS i^i 

— '■' ob« 

z = ay -\- ß (11) 

h 




wenn ranw a föt - 



; unb fi ffii 



; feftt. auf bit ebene bet sy 



oDetn bejoflen ift bieä bie ©teic^ung «Inet geraben 8inle «/, roel^t, in 
bet ebene bet y« tiegenb, mit ber SUce ber y einen Sffitntel/sO nta^i, 
befftn trigonomettlf^e Siangente « Ijt, «nb mel#e bie 31« bei z in onem 
spunite/ ff^nefbet, beffen Mb(ianb/t) oom anfflngSpunfte bet ßootfatnaten 
flleif^ ß ip. 

9tuf bie Sootbfnaten bed Olaumed bejcgen revtüfentitt bie @iei: 
c^ung (11) ober bie l^t äquftinlewtt ©leli^uwg (10) eint ebene, totUi)t 
bmtS) bit Sinit sf gtitgt ip unb mit ber 3ttt bei x f>ata0el läuft, ober 
»aö bafftlbe ift, auf bet ebene ber t/s te^itrointelig iie^t. 

@o wie np nun ein »(llfAili^ begiJrniteS ©ti'id bet %inie sf ift, 
fo ift auf^ nopq nut ein »illtürli^ begtdnjte« ©tütt ber butc^ ©iti^ 
^nng (10) bargeftelHin ebene. 

©eisen wit in @Iei^ung (5) A ^ 0, fo fommt 

gx -\- kz -\- l = . . . . . (12) 

gifl- SS. gig 70 
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btt Otei^ung einer <&itm, iveli^e, »ie nopq, %i^ 69, mit bei; 9Iie bei 
y paiaütl läuft. 

^benfo Igelit enbli^ bie 0)lei«un(| 

jar + Ay + i ^ (13) 

roel^e man etr^It, neiin mnit in ©leidiuno (5) A; = ftf^t, eine @tene 
bar, »tl^e, nie nopq, %i^. 70, auf ber (Sbene bei xy lectitninfetig jle^t, 
alfo mit ber Site ber z faxtiW läuft. 

Durohaohaitte einer Ebene mit den .drei Coordinatenuien. 3 
^ebe (Sbeue, weifte iit^t finrnHel löuft mit einer bei biei (Sooibinaten'^ 
nren, mug alle bcei Mieii fcbneiben, unb man flubet btn S)urd)fi*nittä= 
^unft bei @bene mit ber 3tie ber s, menn man in ber @lei^ung ber 
ebene (©lei^ung (5) a; = uiib y = fett. ©8 eigiebt P^ al6bonn 
l 

' = -v 

Um ben ^un(t ju ftnben, in icel^em eine @bene bie 3ti< ber y 
fdinelbet, ^at man in ber ©leii^ung biefer ebene .x unb z glei^ 9tull 
gu fegen; auf biefe ^eife finbet mon 

/ 

Pr ben 3>urd)fd)nittS))un(t bei 
etene mit bet Mre ber x finbet man 
enblid) 

/ 




wenn man in ©leii^ung (5) y = 
unb 5 = fefet 

@ä fei i % bie @[ei(^un|) einer 
ebene 

l,8a:+0,9j/+l,2r— 3,6=0 (14) 
Se}ei$nen wir bie S)ui^f(^ntttöi)untte btefer @btnc mit ben Stien bei 
y, ber z unb ber x bur^ Ä, B unb C, fo ergiebt ji^ 
für ben $unlt A . . . . y = -^ A: 
» B . . . . z = + Z 
. C . . . . x=-\-'i. 
2ln Sid- '^^ if) ^aä jniif^ien bie )M}fItiaen Sfime ber Soorbinaten« 
aien faUenbe ®tAd btefec ©bene baigeßeDt, tnbem man bad iSentfmetet 
jut Sfingtneinbeit gem&blt bat. 

VtSUtr, anilDtlldit Dkciiitlrlc. - G 
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3)ie @Ieic^ung ber geraben Stnie j5£7, tu icttt^cr ble @btnt @Ict^mig 
(14) bit fibeiw S«t vrz fi^ntlbct, etfliebt fl^ au8 ©Ifi^imig (14), »(nn 
tmin In ©let^utig (14) i/ = ft^t; man fiiibet auf bicfc Stife 
l,8ar + 1,2z — 3,6 = a 
©ffei man in ©leii^ung (14) ar = 0, fo finlwt miin 
0,9y -j- 1,2« — 3,ß = 
ole ©lei^ung b» Sinie vlß, in ncli^ei: »ufere @benc oon btt <§btnt 
bei y^ gef^ntHeii roirb. 

@e6t man enbli^ in @IeI^ung (14) z =, 0, fo crliält man aU 
®lei(^u«9 bcr 8lni« AC: \ 

1,8^ + Oßy — 3,6 = 0. ': 

(Sä fei bit ®t(i(^it»9 einer ebene 

— 1,2.« + 2j/ + 1,8^ — 3,6 = .... (15) 
Sejeidinen wir n>iebernm mit A beii Hutf^ft^uittäpunTi bet @bene (15) 
mit bei: 3In ber y; mit B ben 3^ur^f(|uittäpuntt berfdben mit ber ^le 
bet ä niib mit C enblic^ i^ten S^urcfefi^ntttspunft mit bet %xt bet x, 
fo etfliebt P^ 

föt J .... y = + 1,8 

. i? . . . . 5^ + 2 

. C . . . . .IT = - 3; 

bie @bene ^At nlfo bie gig. 72 batgefteOte Sage. 

Sig- 72. 




* 3h gleitet Seife fieDt gig. 73 ein ©tfltf bet ebene bor, beten 
@(eid)ung ijl 

— 1,83- — 2i/ + 1,2« + 3,6 = . . . (16) 

UebnngSflufgaben. 3Jie ©lei^ungen jroeiet ©benen feien 

1,8j^ + 0,9i/ — 1,2a — 3,6 = . . . . (17) 
unb 

— 1,8« + 0,9y + 1,2« -f- 3,6 = . . . . (18) 
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3n mtlt^en Sßitnften fi^ntibtt jcbe tiefer ebenen bU guoitlnotenaitn. 
äBelt^tS flnb bie ©lel^imgen ber genabelt Linien, in wellten {ebe biefet 

gifl. 73. 




.ätit lull MItII J 



Ebenen He biei (Soorbinatenebenen fi^neibet? — S&enii biefe ^Mgen 
beanttoottct flnb, jieHe ninn iebe bief« ©beneii butdi 3Ei^niin0 ««^ 
bet aiiei^obe bnr, reit eS in gifl. 71, 72 unb 73 fflr bie @Iei^unflen 
(14), (15) unb (16) gebeten ift. 

Die CMelohungen der geraden Linie, ^mti ebeue glitten, 3 
beten ©leii^nngen fein mflgen 

ax -\- by -\- cz -{- d = (1) 

unb 

.c^x -\- b^ -\- (/z -\- d- = (2) 

f<!^neiben fli^ f}etS in (iner geiaben Sinie, menn ni^t etroa bie beibeit 
@benttt (1) unb (2) «Indnber paialltl flnb, «sa9 nur ber %a\l ifl, wenn 
a ^ a', b =: b', ^ ^ unb d = df. 

Sie SontHnatlDU jweier Gleichungen bet 9rt, nie bie @Ieii^ungen 
(1) unb (2), fleflt alfi) ftetö eine gernbe-Sinie im fRnume hnr. 

Um bie «nge ber ^^un^fcdniHSlinieu (weiet gegebenen ebenen leiiliter 
flbtrfe&en ju Iilnnen, leitet man au3 ben gegebenen @[c{d)ungen }wei 
anhere «b, beten (ebe nur jnjei Sßrttlnbeln entfjfllt. aRuItipIicitt man 
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©Teilung (1) mit a', ®tei4)ung (2) ab» mit a, fa gttanflt man buiift 
©ubtractbn ju bet @(ei$unii 

(«'A - ab') y + 0.'c - ac')z + a'd - ad! = 0, 

bic «ir dnfa* ^y + y, + ö = (3) 

fi^rtibcn noHen. tOluItiplidtt man bageoen bie (rfie @Itt4)ung mit K 
bte jiccitt mit 6, ri) d'longt man auf bemfelbfn fflege ju einet @l(i: 
diung puii bei ^oim 

a'v. + /^ + '5' = (4) 

3!)o bie ®Iei(iunflen (3) uiib (4) "uS ben @Iei^itng(n (1) unt 

(2) abgeleitet |1itb, fu muffen auc^ biefetbcii jurammtngtbingcn ^nüi 

oon !", y imb ^, loelt^e btn beiben ©tcidfungen (1) unb (2) genüg«, 

jitglti^ bcn beiben @llei(t)unDen (3) unb (4) ^tni^t leifien, obr 

mit anberen aSorten: bie Ebenen ©leiAurtg (3) unb ©leit^ung (i) 

Tcbnetben fit^i in benfelben @ciabeit, in inelcOen flA bie (Sbencn @lri- 

diung (1) unb ©leic^ung (2) f^iieiben. 35ie 8nge bei ©benen (3) uiit 

(4) ifl abei leistet ju überfeben, ivcil ibie ©letifiungen nur jwei SSt-- 

riflbeln eutba'tEn, weit ntfo foroo^I bie ©bene ©Itii^ung (3) ali audi 

bie iSbene @(ei<^ung (4) auf einer bei goorblnatentbenen ic^tivinteUg fitbl. 

@ltidrung (3) fteHt eine @bene bai, melifie mit bie mit N bejeiit- 

nete ©bene bei gifl. 74 auf bei ebene bei yz le^tminfetig fte^t, wüfi> 

gig. li tenb bie @leid)uns (4) tinei auf 

beratene bet .-cz leditiDinttlifl (iebtni 

btn 6bene, etroa bei ebene P, gig. 74, 

aufle^Btt. AB ifl bie Sur^fdjnilt*' 

Unie ber beiben @benen, melt^e in 

unftier %i^m nur beSIialb begiänjl 

tifdjeiitt, rotil au^ »on beu fi* in 

A B fijueibenben Ebenen nni ein 

miQtürli^ begräuiteä @tdd in unfeiti 

gigue fltäei^net ift. 

!(nf bie @bene bei xz belogen ftellt ©teit^img (4) bie ^loittliDti 

ber Sinie AB ouf bie ebene ber xz bar, icie benn o«^ bie iptojedien 

ber ?inie AB auf bie ©bene bei yz burtt» bie @Uid)ung (3) bärge 

peflt wirb. 

Senn alfo bie @Iricbungen jmeiei @benen gegeben finb, fo fann 
man aiiii benfelben nad; beut obigen 3)crfabeen bie (ßroiectionen üftn 
Suit^fi^nittgliiiie auf bie.@bene ber xz unb ber yz ermitteln. 
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3n gleichet ®cifc i)&iit man aud^ bie fprotectfon bcr S)ur^f4)nittd^ 
titttc auf bet ßbenc ber a??/ flnben lönnen. 

Um bad eBen Sefpro^ene }U erMutetn, moOen mir bie ^rojecttonen 

bet ^nie fn^tn, in weichet fid^ bie f(^on im ))or{gen $aragra)>^en be^ 

f^)ro4>enen Sbenen 

1,8a? + 0,9y ^ 1,2z — 3,6 = .... (5) 
unb 

— l,2a?+ 2y + 1,8-2 — 3,6 = .... (6) 

[(^neiben. @Itminirt man x aud biefen beiben ®tei(i^ungen, fo lommt 

4^68 y + 4,68 -? — 10,8 = 
ober 

^ = - y + 2,3 (7) 

aU ^rojcctlott ber Diir^ft^ntttdUnte auf bie ©bcne ber yz, 

^uxä) (Elimination oon y and ben ©tei^ungen (5) ünb (6) ergiebt ji(i^ 

z = — 6,9a? + 5,0 (8) 

für bie Ißroiection ber 35urc^f(i^nttföHme auf bie @bene ber asz. 

gut bie ^roiection ber befpro(i^enen 35ur4^f(^n{tt6linie auf bie Sbene 

ber ay ergiebt fi^ tnUid) buxä^ (Sliminatton "oon z an^ ben @lt\ä^nnfi 

gen (5) unb (6) 

y = 6a: - 2,7 (9) 

Sur Uebung jei^^ne man in ein ^renf<^ema toie bad ber %iq. 72 
ntc^t aOein bie (Sbene ©leid^ung (6) ein, fonbern au^ bie (Sbene ®Iei^ 
c^ung (5), jie^e bann bie S)ur<^f(^ntttdlinie ber beiben (Sbenen unb be^ 
fümme ani) in ber gigur bie ^roieetionen ber S)ur4)f(^nittMinie auf bie 
brei Soorbinaienebenen. 

3n gtei(i^er Seife htxt^nt unb jei^^ne man bie $roj[ectionen ber 
fleraben Sinie, in toelcl^er fl^ bie inx^ ®lei(|ung (14) unb (17) in 
®tik 82 bargefleUten (Sbenen f^^neiben. gerner befitmme man bie SJur^^ 
fct^niWlinie ber (Sbenen ©leidj^ung (16) unb ®teic|^ung (17) u f. ». 

Die Gleichungen des Punktes. 3^ i^^i @benen fd^neiben {!(^ 40 

in einer geraben Sinie, jebe gerabe Unit f^neibet aber eine ebene in 

einem fpunfte, tomn nii^t bie gerabe Sinie mit ber ebene parallel läuft. 

SBenn man alfo bie beiben ®lei(^ungen einer geraben Sinie mit ber 

®leid^ung einer @bene combinirt, fo wirb man burc^ bie Kombination 

biefer brei ®lei(^ungen bie Soorbinaten bed 3)ur^f^nittdpun!ted erl^alten. 

ed feien §. ». 

aa?-f-6t/-|-C2r-f-d = (1) 

a'a + b'y ^ &z -^ dfz^O (2) 
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bie beiben ^lleit^ungen einet geraben Sinie unb 

a"x -f b'*y + c"^ -f tf'= C^J 

bie ®Ui^uni einer @I»ene. 

Sie (Kombination biefer brei @lei<l(^ungen liefert für iebe ber hei 
Unbefannten x, y unb z einen fpecieUen SBert^, unb biefe SBertbe «on 
a;, t/ nnb -?, totlö^t flteid^jeitifl ben ©Ici^^nngcn (1), (2) nnb (3) gc^ 
nfigen, flnb bie ßoorbinnten beö ^nnfted, in weltbcm bie @bcne ®Uu 
^un% (3) \)on ber 8inic ©lei^^ung (1) nnb (2) getroffen »üb, obci 
mit anberen SDBorten bie ©oorbinaten be6 ^nn(te6, in welkem fic^ bif 
brei Gbenen fc^neiben, welche bnrd? bie ©teic^nnjen (1), (2) unb (3) 
bflrgefteflt flnb. 

Die ßombination breier @lei(i^nnflcn erftcn ©rabeö jmtfci^en bcn 
brei Seränberli^en x, y nnb z fteOt alfo ftete einen ^mxft im 9%aume bat. 

ßombinirt man j. 8. bie ©leic^ungen (14), (15) nnb (16) in 
@eite 82, fo finbet man aU @oorbinaten bed ^unfted, in xotl^tm ft(^ bie 
brei inxö^ [tnt @lei^ungen bargefteUten @benen f(^neibeit, 

X = 0,74 
y = 1,57 
z = 0,73. 

3ur Uebnng beregne man bie @oorbinaten bed $nn!te^, in welcbem 
jl* bie bux^ bie ©leic^nngen (14), (15) nnb (17), ®eite82, bargcfieq^en 
@benen fc^neiben. @benfo ben 3)ur^f(bnitt^^unft ber Ebenen @lei^unj 
(14), (16) nnb (18) n. f. ». 

41 Durchschnittspunkte gerader Linien. 3Bä^renb jmei in ber^ 

felben ebene liegenbe gerabe Linien ^6) iebcnfaDö in einem fünfte ober 

jtoei ebene gtäcben fic^ iebenfallö in einer geraben 8inie f^neiben (ben 

gaß beö ^oralleli^mn^ aufgenommen), Knnen jwei gerabe Linien im 

3ianm neben einanber ^erlanfen, o^ne fl^ jn fc^neiben. 

e^ feien 

^a = az -}- a (1) 

!y = b^ + /5 (2j 

bie @lei(i^ungen ber geraben ?inic AB, gig. 75, ober mit onberen 

SBorten: e6 fei (1) bie ©leic^nng ber protection ab ber ?inie AB auf 

bie ebene ber xz unb (2) bie ®Ui6)un% i^rer ^rojection auf bie ebene 

ber yz. es feien femer 

^a= a*z -]- a' (3j 

ly = Vz + ß^ (4) 
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hl gleidjem ®lnite bie @Iel$uiigen bei Sinit CD. @oint)tn{rt man trie 

©lelrfiunfltn (l)unb(2) mit Olti^ung (3), fo et^ftlt man bie eomblnaten 

a^ , y unb s' btfl ^unKeS P, in meinem bit «Inie AB bie ©btite 

8ifl. 75. Siq. 7G. 




©leiÄuiifl (3) (nlfo bit ebene CDcd) trifft; olfo iunnd)|i für bic .^B^e 
be3 5|Jniifteä P ilbtr ber ebene bet xy au8 ber ©lei^ft^wiifl ber 33ert^e 
»on a in @Iti<bung (1) nnb (3) 

^' = -, (5) 

a — a 

eombinirl man in ßlelÄer Seife bie ©tei^nngen (1), (2) unb (4), 

fo er^dli man bie 6oi>rbin«ten ^', y" unb z" be8 ^uirfteS R, in weltfern 

bie ?inie AB bie (nntürli^ Aber bie ©rinjen beö SieteÄfl CD&d, 

erroeiierte) ©bene CDc'd' trifft unb junA<^j} för bie ^S^e beä SßunHeS 

Jt übet ber @bene ber xy 

'- = 1^ ("' 

Da nun bie gactoren a, a', a, «', 6, V, ß nnb ß' ganj nnab'^Jn» 
gtg »on einnnber flnb, fo roerben Im ÜQjiemeinen bie 3Dcrt^t »on z' 
unb s" unglei^ fein, bie Spunfte P nnb B alfo in oerf^iebener ^B^e 
über ber ©bene ber ary Hegen. ®ne S^urÄft^neibnng ber beiben fitnien 
AB unb CD ifl aber offenbar nur bönn mBgli*, wenn bie beiben 
*|3untte P «nb R in einen eingiflen jnfammenfaflen, roenn otfo ^ = ^'', 
notmi |i^ fdr bie ^ur^ftfineibiinQ ber betben Sinien bie StbingungSs 
fllrii^unfl 



a' — ( 



b'— b 



ttgicbt 
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Gd feien ). S. bie @IIei(|^ungen tintx geraten Unit 

:=J;i:=3| M 



S)ie @Iet4^ungen tintx jmeiten Stnie feien 

0!= 2-^ + 0^ 
t/ = ~ 0,6^ + 1 



(B) 



SDie ©lei^nnflen einer britten 8inie enbli(^ feien 

y =- 1,2^-f 0,2i ^^^ 

aOBet^^e biefer bret Linien fc^neibcn fid) unb wel^^e fd^netben ^ä) nicf^t? 
SBenn bie Gleichungen jn^eier geraben Linien im Staunt gegeben 
jinb, fo fann man benffiinfel berechnen, welken flc mit einanber ma*cn, 
unb in dlg>nli(i^er SBeife, wie ed für bie Linien in ber ebene gefc^e^en 
ijl, fann man eine SSebingungdgtei^unfl entwideln, welche erfüllt fein 
mu§, wenn {wei gerabe Linien im Staum einen recbten Sinfel mit ein^ 
anber mai^tn foUen. SBir wollen biefe fragen nur erwAl^nen, o^ne auf 
i^l^re Wfung l^ier weiter einjugel^en. 



3weitcd Äapitel. 

.Stumme Obetflärfjen. 



42 Entstehung regelmässiger Oberflftohen. Sie tegelmd^igen 
Dberfl&^'en laffen ^^ am iwedmci§ig{len bur(^ bie ^rt il^rer (Sntftel^ung, 
bur^ bie Bewegung einer gegebenen @uroe befiniren. 3Slan unterfc^eibet 
in biefer IBe^iel^ung l^au))tfä(|Iic|^ brei ^xitn oon DberflA^cn, namlic^: 

1. (S^Iinbrif^e Dberflcl(|fen, wel^e baburc|^ entftei^en, ba$ man 
eine gerabe 8inie, bie ©rjeugungötinie (generatrix), paraflel mit 
^^ felbft in ber SSeife fortf^iebt, ba§ fle bei biefer Bewegung flet« an 
einer gegebenen ßuröe (Seitlinie, directrix) hingleitet. 

2. Äonififfe ober Äegeloberfl ad^en werben baburcb ergeugt, ba§ 
tint gerabe Sinie fieta bnx^ einen unb benfelben feften ^unft gel^enb 
an tintx gegebenen Leitlinie l^ergefftl^it wirb. 
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3. atotation^flA^en {inb SIAd^n, wtld^t babiu:^ tntftti^n, ba$ 
eine gegebene (Surs>e itm eine feße 9ixt nmgebrel^t wirb. 

Sit mollen nun in ben folgenben ^axa^xapf)cn bie mi^tigßen ber 
^i etiler gel^Srigen Dberf[d(|en betrachten. 

Cylindrisohe FlAchen. 3)ie ©tei^ungen ber erjeugungdlinie 43 

MA, gig. 77, feien ^ 

a r= a2r — cl ) ^-^ 

y = 6^ + /Jj W 

S)a biefe ?inie parallel mit jl* fortgef*oben wirb, fo bleiben a 

nnb b ftetd biefelben, wdl^renb a nnb ß fi^^ f^etig inbern, mnn bie ginie 

nad^ nnb naä) t^re Sage anbert. 

©efct man in ben beiben ®let4>nngen (1) ^ = 0, fo fommt as=a 

nnb y=ß, ed jlnb alfo a nnb j3 offenbar bie (Soorbinaten be« ^nnfte^ 

^, in mel^^em bie ©rgeugungdlinie bei einer fpecieQen Sage bie @bene 

ber ay trifft, eine« ^ntifteö, n>tl^tx natörlid^ feine Sage in ber ©bene 

S|i(^. 77. ber xy anbert, totnn bie (Srjcn^ 

gnngMinie fortgef(|^»ben wixt). 

9lel^men wir nun ber (Sin^ 

fa^l^eit wegen an, bie Seitlinie 

fei eine in ber (Sbene ber xy 

liegenbe (Sur))e, fo ifl ber fßunft 

A tin ^unlt ber Seitlinie nnb 

» er foE bei bem gortf^ieben ber 

(Srgeugungdlinie bie IDitectrii: 

befc^reiben. Sa wir bie @oor^ 

binaten biefed fßunfted mit a 

nnb ß bejeic^net b«ben, fo ift 

ß =/(«). (2) 

bie ®lei^nng ber directrix. 

Sie c9linbrif(i^e Dberfiäd^e ift nnn eine fol^e, wel^^e ben burcl^ bie 
teiben ®lei^nngen bei (1) nnb ber ®lei(|nng bei (2) andgefproc^enen 
Sebtngungen jnglei^ @ennge leiften foV, wir werben atfo bie @Iei(i^ung 
ber C9linbrif^en Dberfiä^^e baburc^ erbalten, ba§ wir bie brei @(e{^nn^ 
gen combiniren nnb bur<^ biefe Kombination a nnb ß eliminiren. ^ud 
ben beiben ©leicbnngen bei (1) ergiebt flcb 




a = X — az 
ß = y — bz 



. (3) 
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uttb mettn man biefe ÜBettl^e in SUiAung (2) fubflttuirt 

y — hz =f(^x — az) (4) 

aU aOgemeinfte ^omt bet ®I<{^nng einer @9linbeY{Ii(|fe. 

ed fei §. ®. bte geitlinie ein Äretd, »elcber in ber ebene bcr xy 

(iegenb ben Slnfano^t^unft ber Soorbinoten jnm !02tttelpunlte ^at, toit 

bied bei ber gig. 77 bnrflcftenten ^pUnberfläi^c wirfltcb bet %ci{i ift, fo 

würbe ©let^nnfl (2) »erben 

«2 _j_ ß2 — r^^ 

wenn r ben Slabiud bed Äreifed bejeiAnet. ©efet man in biefer @lci^ 
cbnng für a nnb /S i^re SSBcrtbe bei (3), fo fommt 

(j. _ a^)2 -f (?/ — bzy — r^ (5) 

aU ©lei^nng einer fcbiefen C^^ltnberflä^e »on frci^förmiger 93ajt«. %nx 
ben gaD, ba^ bie ©rjeuflunflölinie mit ber 3lre ber 2; parallel läuft, wirb 
a = nnb 6 = 0, nnb ans ©leic^nnfl (5) wirb für biefen %(iü 

ZP2 _|_ ^2 — ^2 (6) 

welches bie ®lei(i^unö eines geraben ß^linberS Don (reiSförmiger 53ajtS 
i^, beffen Are bnrd^ bie flre ber z gebilbet wirb. 35a z in biefer ®lei* 
i^nng (6) gar ni^^t Dorfommt, fo bleibt eS ftets »illfürticb, »el^ed aucb 
bie jufammenge^örigen , ber ®Ui6)nn% (6) genügenben fflert^e \>on x 
nnb y fein mögen. 

Die OleiÄung tint^ eptiubcrS Don (reiSförmiger 53apS, beffen 2tre 
bur^ bie 8lre ber x gebilbet »itb, ift 

^2 _j_ ^2 :— ^2 (7j 

m&l^renb 

^2 _(- ^2 — r2 (8) 

auf brei rec|^tmin!elige @oorbinatenaren im Staunt belogen bie ©leiciiung 
eines gplinberS Don (reiSförmiger 33a jis ift, beffen ?lre mit ber %xt ber 
y {ufammenfäQt. 

SBirb bie Seitlinie jur geraben Sinie, fo ge^t bie S^Iinberfldcbe in 
eine ^htnt über, ober mit anberen SD3orten bie @bene ift eine (Spttnber^ 
fidcbe, bereu Leitlinie eine gerabe ift, nnb aus biefer S)efinition mu^ man 
aucb bie @lei(^ung ber @bene ableiten fönnen. 

©efeen wir in ber ZW für bie ©leicbung (2) ber Seitlinie 

a — cß -{- d — . (9) 

wo c unb d conftante gactoren bejei(i^nen; fe^en wir bann in biefe 
©lei^ung (9) für « unb ß i^re ffiert^e bei (3), fo fommt 

a — az — c(y — bz) -^ d = (10) 
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eine @Iei^ung, totlä)t in Sejiel^uns auf a, y unb z t^om erflen ®rabe, 
alfo bie ©tei^ung einer @bene i% 

Eonische Oberflächen. ftonif(6e gläc^eu ober Aegelftdci^en 44 
werben bnrc!^ bie IBemesung einer @eraben eriengt, wetc^e ftetd bur^ 
einen fepen $nn!t ge^t, bejfen ßoorbinaten a, b nnb c flnb, xotXi^t aber 
bei il^rer S)re]|^ung um biefeu $unft ftet^ an einer ^t^thtntw Leitlinie 
l^erflefu^rt wirb. 

3n gifl. 78 fei M ber fefte ^un!t, burc^^ »elcben bie erjengungd^ 
linie fletd gelten fofl. 5)ie ©oorbinaten beffelbe« feien 

Mh = a 

Mg = b 
unb bie ^öl^e beö^unfteö M über ber ©bene ber xy = c. 

ed fei ferner MA bie ©rjeuflungölinie in einer ber t>erfc^iebenen 
Sagen, welci^e jie annehmen fann, fo flnb gt nnb hv i^re ^rofectionen 



Stfl. 78. 



auf bie @benen ber xz unb ber yz 
unb bie ©leid^unfleu biefer ^rojec^ 
tionen 

(a: — d) :=! a(z — c) . . (1) 
unb 

(y -b^ = ß(,z^G). . (2) 
J^ier flnb a unb 6 un^erÄnber^^ 
H(^e @rö§en, wä^rcnb a unb ß il^re 
Sert^e änbern, menn bie ßrjeugung^^ 
linie in eine anbere Sage ubergeffi^rt 
mirb. 

33ejeic^nen wir mit a^ unb y* bie 
(Soorbinaten be^ ^unftcd A, in met 
(!bem bie @rjeugungdlinie bie @bene 
ber xy trifft, fo flnbcn wir bie 3Bert^e i)on x! unb y, wenn wir in 
©teic^ung (1) unb . (2) ^^ = fe^en. (S6 ergiebt ftc^ »auf biefe Seife 

af z=z a — ttc 
y' = b — ßc 

9t\xn aber foü bie ergeugungdlinie fo geführt werben, bag ber ^mli 
A flet« in einer (Suröe bleibt, für beren @lci(^ung wir 

i/'=/W (4) 




(3) 
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annc^tncn nwOett. @e(^eu mit in btefe 0(et^ung (4) bte Sert^e \>i>n 
a* unb yf and (3), fo !ommt 

{h — ßc) =fia — ac) (5) 

unb in biefet @ltiä)nni l^at mau nux bie SDertl^e ^on a unb j3 ^u 
fubfiituiten, meiere {i<^ nud bcn Gleichungen (1) unb (2) ergeben, xiämlid) 

X — a 

a =: 

unb ^ ~ 1) (6) 

ß = y-'' 

^ z — c 



■^ 



r« 



um bie @Iei(^unQ ber fonif(|^n OberflAc^e ju ermatten. 

@« fei g. S. bie Leitlinie ein in ber @bene ber xy liegenber Äreid, 
beffen SDlittelpunft mit bem ^nfangd)>un!t ber @oorbinaten {ufammen- 
fäm, fo »irb ©lei^^unfl (4) 

ya -|- y» = r\ 

©etjen wir in biefe ©leiiä^uufl für s* unb y' il^re fflertl^e bei (3), 
fo fommt 

(a — aß)2 -f (6 — ßcy == r3. 

®ubfiituirt man in biefer @Iei^ung fär a unb ß i^re Sertl^e bei 
(6), fo lommt 

(«- f^ ')•+('- !-^ ')' = 

unb nad^^ einigen Umformungen 

r^(^z — c)2 =z= {az — cx)^ -f- ibz — cyy 

für bie @lei(|^ung eine^ f^iefen Aegeld ))on freidfSrmiger Safid. @ofl 
ber Äegel ein geraber fein, fo mu^ fein ©iä^eitel M auf ber Sljrc ber 
z liegen, alfo a = unb 6 = fein, mitl^in ergiebt |icb 

r^(z — cy = (x^ -(- 2/2)c2 (7) 

aU ®tei(|iung bed geraben Aegetö ))on !reidf5rn(iger Safid, menn c bte 
,!^(l^e bed ®^eitel)>un!ted über ber @bene ber xy unb r ber Siabiud 
be« in ber Sbene ber xy liegenben ?eitfreifed ijl. 

8äge ber 8tit!rei«, beffen 8tabiu« gteicib r, in ber Gbene ber yz! unb 
ber ©Reitet bed Aegeld auf ber 3lre ber x, um bie Mnge c )>om 9(n^ 
fangd))unft ber Soorbinaten entfernt, fo mAre bie ®Iei(f)ung bed ftegetd 

r2(^ — C)2 = (^2 -f 2/2)c2 (8) 

45 Botationsoberflftohen. ÜRit bem Flamen ber Slotationdober^ 
fl&^en ober ber Umbrel^ungdoberftftc^en bejeiff^net man fo^e 
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0&<i^%tt, ntidfe man |IA bui^ Umbce^ung eiittt beUtbtgfn (Suivt, 
ber @i{eugunsälinie obti generatrix, um eine ftfte Sltt tntflantxn 
benffn fnnn- 

3Ran fann fl<^ bit iRotationäflä^tn aui^ in bct 35eife entftanbtn 
benftn, biip ein RttiS, btffen @bene fenfiei^t auf ciiitt fcjlcn Strt ßc^t, 
paxaM mit jid) felbp in b« aßeift »erfdiobtn »itb, bog biibci btr 3)littflf 
fiutift btd Xiti^ti ^tti ouf b» Sbe bleibt, fein Xabiud aber fo ab; obei 
junimmf, baß feint 3p«ip^ftle fiet* 'i"< gtaebtne ßmoe ft^netbet, wie 
bieä bui4) S>6- ^^ ttlduteit wirb, in wetcifet bit 3lie ber s {uglei^ bie 
Sl:ce bilbft, neli^e fimmtlif^e fiicidmittctiiunfte oetbinbet. 

9Ia<^ bitfet le^lertit £)cfinttiDii lägt jid) nun and) leitet btt iillet= 
meine gorm bei ©leidrung btt UmbitbungSobttflAt^eH ableiten. @in 
jcber $unft M einer foldien Oberfläi^e ge{)5it einem Ateife an, beffeit 
Stabiud CM = CF mir mit r bejetdinen WDlIen. ^tjeicblttn »ii nun 
mit X unb y bie @Detbinattu Ca unb Cb beö Sßunfteö M, fo baben mir 
*» + !(' = '■« (1) 

33er SRabiu« CF = r dnbfrt fldi ober mit btm «bfJanb CO = z, 



Sifl- 79- 



obn mit anberen Siocten cd ift r 
eine gunction »on a, b. \. in 3ei(tl«ii 
r =/(.-) . . . ; (2) 
%\t ©Itii^una (2) iß aber bie 
@Ieid)uitg btr @uroe VF'F, bur^ 
beren Umbre^ung man «nfete Obet* 
flädre ent|knben benftn Eann, »emi 
mau mit r bie Drbinate CF be6 
!pnnftefl F bejeii^nef, roeldie ber ab' 
fciffe 0C = z eutfprif^t. ^it @lti. 
^uno ber OtDtationeobtrP&djt etgiebt 
jldr aber, menn man in @[tid)ung 
Cl) für r ftinen fflert^ an« ®Iei' 
d)ung (2) ft^t. <S6 fommt alSbann 
^'-\-y' =/Czy . (8) 
M bie aOgtmein|te gorm ber ©lei^ung einer EKotaHonflobecßä^e. 

üle^nien mir j. Sä. an, bie (Stieugunghurve fei ein Jtrei«, beffen 
Kabiu« R i|>, fo mntbe ©leli^nng (2) bie fpecieDe gotm 
)■* = Äi — «» 
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anne^nten; wirb abtt tiefet fiJetfl^ t>on r» in ©W^uug (1) ftttjlituitt, 
fo tommt 

«9 + y» + ä:« = Ä« 

afö @Ie{^unQ einer jtugel, itttn WlUiilpunli mit bem 9(nfangd)>un!t 
ber @oorbinaten {ufammenfaOt unb beren Stabiud gleich R ifl. 

IDie @rjeugungdcurDe fei eine ^axaitl, beren 9(re mit ber S(re bet 
^ unb beren ®ä)tiM mit bem Slufangdpunft ber @oorbinaten jufammem 
fam, fo ift il^re @Iei*nnfl 

r^ = aZf 
foigtic^ bie @Iei(bung bed Umbre^ungd)>araboIoibd (mie ein folc^ed 
in gifl. 79 barflcfteUt ift) 

a^ -^ y2 =^ az (4) 

46 Rotationsellipsoide, ^tnn eine @Itipfe eutweber um t^re 

flroge ober um i^re Heine 2(xe umgebrel^t »irb, fo entfielt ein Umbre^ 
il^unQdeni)>foib. 

S)ie ®Ieic(mnQ einer @Qipfe, beren Heine SCjce mit ber 9(jre ber z 
pfammenfdllt unb fitr totl6)t mir bie in ber Stiftung ber großen Sbe 
A gemejfenen abfcijfen mit r bejeiclinen »oüen, Iji 

unb baraud 

r2 = — {B^- z^y, 

fe^t man bicfen ®ert^ Don r« in ©leic^uufl (1) beö \)origen ^arngra? 
p^en, fo fommt 

^' + 2/' = ^ (^' - ^') 

ober 

52 (^2 -|. 2/2) + ^2-^2 = -^2^2 (5) 

aU ®jei(!^ung eined Stotatioui^enipfoib^, n)et(f)ed burc!^ Umbre^ung einer 
@nipfe Uta i^re Heine, fenfrec^t jur @bene ber xy ftel^enbe %xc twt^ 
ftanben ift. 

%{%. 80 fteßt ein folc^ed 8lotation*eai^)foib bar, bejfen Umbrefinufle^ 
axt bie «äuge 5 = 2«° f^ai, »dl^renb ^ = 3<^°» ift. 

JBirb eine @flipfe, beren grofie Site A fenfreci^t fle^t auf ber ebene 
ber yz, um bicfe gro§e Slre umgebre^ f«> entfielet ein Umbrel^ungdeDipfoib 
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»on ber in ^ig. 81 bajeefttilteti gönn, ntd beffen @ltl<^ung man na^ 
•bn foebtn trifinterten aStf^obe 

^ä(ya ^ ^s) _|- 5äar« = A^B^ (6) 

finbti. 





XTmdrehuiigahypdrboloide. Ifflirb fn @Iei(i)nng (5) b(8 uoifgcn 47 
<Paragia)}^en baS iSoTieii^eu oon ^> qeroec^felt, fo foinint 

A^z^ — £'(«* -|- ys) = — ^'ü* (7) 

ata ©(ei^ung eintS S^ototiona^^petbuloibfl, m^ti bu«^ Urabtcftung einer 
^9V"beI um ftiiit Sitbcnaie eiitfliinbtn ifl. glg. 82 (a. f. ®.) fledt ein 
foli^efl ^vper6olDib bar, föt ioeI*e8 ^ = 1,5 unb B = 0,8™ l|}. 

3)nr4 33eitauf4)Uttg beS SSoritit^enä oon B> in ©Itiibnng (6) er* 
fliebt .|1* 
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A'df^ + «*) — S'afl = — A*B*. ... (8) 
iDtIditS bit @Ui4Hng einer Dbttfl&ä)t i% tätigt \>ux<S) Umbtt^unfl einer 
$9t>eTbtI um i^tt ^auiptaxt entflanbcn ifl. (Sin folt^ti UmbTe^ungä- 
Sfg. 8g. 




^JlfeAoIoib ijl in gifl. 83 bfltfl«ftellt, uub iioat gleit^falle für ^ = 1^ 
unb B = 0,8™. 



^ur(|^f(!^nf{Ming fiummer Oh^x flauen mit ebe«en %\ä^cn. 97 



S)dtted Stapiitl 

!Dutdif(^neibung ftummer Obetfl&d^en 

mit ebenen ^läd^en. 



Einfach und doppelt gekrümmte Curven. ©teic^mie bie @om^ 48 

binattott ber ©letd^ungen zweier ebenen $IA(|ien bie S)ur(^f^n{tt$t{nie 

berfelben barfletlt, fo voitb aDgemein bie Kombination {tt)eier @Ie{(^nngen 

mit ben aSaricibeln a;, y unb z bie Dur^fc^nittStinie reprflfentiten, in 

»el^er ^^ bie beiben bm^ bie fraglichen @te{(!^ungen befinirten frum^ 

men glici^en fci^neiben. 

e« feien g. ©. 

/(^, y. ^) = (1) 

unb 

Fia:,u,z) = (2). 

bie ®Iei4^ungen gweier frummen Obet|Iä(i^en, fo mitb bie @efammtl^eit . 

aller fünfte, beren Soorbinaten {ngleid^ ben beiben @Iei(i^ungen (1) unb 

(2) ©en&oe leiflen, bie 3)ur^f(l^nittMinie ber beiben g(&^en (1) unb 

(2) fein. 

3m SHIflemeineu »irb bie S)ur^fcl^nittdtinie gweier frummen Ober^ 
fl&^tn niä)i in einer @bene enthalten fein, unb in biefem ^atle l^aben 
wix mit einer (Sur\>e bo)>))etter j^rummung ju tl^un. @ur)>en tim 
fairer Ärümmung flnb folc^c guri)en, beren fünfte fämmtlici^ in einer 
unb berfelben @bene liegen. 

guröen einfad^er Ärümmunfl entfteben iebergeit bei IDur^fci^neibunfl 
einer frummen Dberp^e mit einer ebene. 

SBir müjfen nn^ ^ter auf bie Setraci^tunfl ber »ici^tigften gdlle t)on 
l£)ur(^f(i^neibung frummer %l&^tn mit ebenen befci^rAnten. 

Dnrohsohnitt krummer Oberflächen mit den Coordinaten- 49 
ebenen. IDer einfac^fle %<iü ber S)urcl^f^neibung frummer Oberfla^en 
mit @benen ifl berfenige, in mel^m bie f(^neibenbe @bene eine Soor« 
binatenebene fetbfl ift, meil in biefem %a\it il^re ©lei^ung eine fel^r 
einfaci^e ®eftalt annimmt, mie mir aud S- 37 wiffen. 

OKfiller. analotifi^e Geometrie. 7 
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@d fei 

/(^, y, ^) = (1) 

bie ®le{(j(^ung einer hummen Dberfl&(!^e, fo l^at man in betfelben nur 

0?= 
gu fe^en, um bie ©leic^ung ber S)ur(^f(i^ntttMin{e ber trummen Dhtu 
^^t mit ber ebene ber zy gu flnben. SRan f^ai bageflen in ©lei^nng (1) 

z = 

ober 

gu fe^en, menn mein bie ®Iei^nng ber @ur)>e ^aben wiD, in votl^tx bie 
frumme Oberftä^e burc^ bie (Sbene ber xy ober bur^^ bie @bene ber az 
gefci^nitten »irb. 

einige Seifpiele mögen bie^ erWntern. 

1. 3)ie Steigung cineö geraben Äegete ifi mH) §. 45 

r2(^ — cy ±= (^2 ^ y2)c2 (2) 

©e^eu mir in biefer @tei(^ung ^ == 0, fo fommt 

a?2 4" y' = »•'• 

S)er Dnr^f^nitt be6 Äegete mit ber ebene ber a^y ijl alfo, wie 
t)oraudiufe^en mar, ein Jheid t)om J^albmeffer r. 
©eften wir in ©lei^ung (2) y = 0, fo fommt 



gtg. 84. 




r^{z Cy = 3ß^€^ 

x^ = 'li,z- cy 



ober 






C3) 



5)iefe ®Iei(^ung reprafcntirt aber, 
ie nac^bem mMi ba^ obere ober 
nntere SJorgeic^en nimmt, bie gerate 
«nie AB ober A'B% gig. 84, in 
weither OJ =r 0^' = runb OC=c 
aufgetragen ift. SBenn alfo bie 8ljre 
eined geraben jtegeld mit ber 3lre 
ber z jttfammenfÄUt,. fo ift ber 'S^vit^^ 
f^nitt be0 legete mit ber ebene ber 
zx tixi ®9flem gtoeier geraben Sinien, 
bie {i^ unter einem SSBinlel fc^neiben, 



beffen äBertl^ j>on ben @röfen r unb c abl^fingt. 
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2. Sie wir in 1* 48 gefeiten Indien, ifl 

Ai (2/2 + ^a) — »as^ = — A^B^ 

We ©lei^Uttg eine« Umbrel&uttödil^9<)ertoIoib*, gifl. 83, beffett Umbrel^ungdojce 
mit ber 9ixt bet o? iufammenfftflt. Um bie ©kici^ung ber (Sun>e ju ermatten, 
in weiter biefed <l&9))etboloib t)on ber @bene ber a;y gef(|initten mirb, 
f^ai man in obiger ®tei^ung nur z=0 gu fe^en unb er^dlt bann für 
bie gefugte ©lei^ung ber Sur(^f(i^nitt^curDe 

A9yi — jB««« = — A^B^, 

xotl^t^ befanntlicli bie ®Iei(i^ung einer ^pptxUl ifi. 

Dllrohschnitte krummer Oberflächen mit Ebenen, welche 60 
den Coordinatenebenen parallel laufen. ®e^en wir in ber @Ie{^ 
^nn^ einer Irummen Dberjlfic^e o? = a ober y = ß ober ^ = y, wo 
a, ß unb y beliebige conßante ®r6fien begeid^nen, fo er^Iten wir bie 
@lei(|>ung ber I)ur^fc^nitt^curöe ber frummen Oberfliäcbe mit einer Gbene, 
xotU^t in einem beftimmten Slbftanbe mit einer ber @oorbinatenebenen 
<)arallel läuft, einige Setfptele mögen biee erläutern. 

I. ee iß {. 9. bie @Uiä)nni einer Augel 

^' + 2/' + -^^ = Ä« . (1) 

fe^en wir 

of — a . (2) 

fo erhalten wir ^ 

t/2 -f- 5r2 -3- ij2 _ «2 (3) 

aW ®Iei(!^ung ber Siur^f^nitt^curije ber Äugel mit einer (Sbene, welc^ie 
paraM ber ebene ber yz um bie «finge a i)on i^r obßel^t. 5)iefe ®lei^ 
^uttg (3) tft aber bie ®Iei(i^ung eine« Äreifed, bejfen 8?abiu« ift V Ä« — «2. 
3c gröfier alfo a wirb, b. 1^. \t weiter flcb bie f^neibcnbe @bene t)otti 
ÜJlittelpunft ber Äugel entfernt, befto Heiner wirb ber Ärel«l[|albmejfer 
V^/?2 ^ «2; er wirb glei«^ für a = Ä unb imoginor für a > Ä. 
, (Sbenfo ßnbet man, ba^ ber 3)urc|if(ibnitt einer Äuget mit einer (Sbene,* 
welcfie ber @bene ber a^y ober ber @bene ber zy paraUel Uuft, ftetd 
ein Äreia'ift. 

Um ben äJerlauf einer frummen Oberficic^e }u überfeinen, ifl e« 
fel^r gwedmäf lg, jle burc^ eine Sieil^e i)on ebenen burc^fc^nitten gu benfen, 
wel(f^e ben eoorbinatenebenen paraOel (aufen, unb für iebe biefer ^xH^* 
f4>nitt«ebenen bie ®eftalt ber ©urcibf^nittdcurtje gu ermitteln. 

IL 3)ie ®lei^ung eine« geraben Äegeld, beffen 9lre mit ber ^xt 
ber z iufammenf&Ut, ift 



49631^ 
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r» (/ — c)» = («» + t/») c2 (4) 

^ai bet !DuT(^r^nitt biefed JtcgcM mit (Sbtntn, nelt^c btr (Shtttt 
b«T -T^ i>«"'''ct Iituftli, ßetö ein jttciS fein miig, l&fit fl^ Icidit eoTaue' 
ft^<n imb ii(id)»<ife)i, ivenii man in ©leidmng (4) z ^ y fe|t. 

3)(t 9feid)ung tinti @btne, welche varallel Mufl mit btr (S.bnt 
fett aj«, ip 

y = /» (5) 

^ombjnirtn mit ®lei4u>>fl (4) mit ®l(i(()un(; (5), b. ^. fe^n ivic 
in ©leli^Mng (4) t/ = ^, fo lommt 

ri{s — cy = a;»c» + ß^c^ 6) 

S<9- 85. ars ©leit^img ber 35un^f*nitt8curBE 

- - ~' ^-^ ber befogteii ©btiie mit btm Äegd. 

Um biffe @Uii^ung auf dnc eins 
fa*cre Jsetm ;« bringen, »oDen toir 
bell 3liifangä|>untt btr goorbinaten 
»erlegen, unb groat moUen mir ibn 
in bie ^i\}t ber ©pije be6 Äegelä 
legen, ibn nlfo um bie ?ängi c ^im 
flufff^iebeii, roaä baburdf gefi^fe^t, bo§ 
mir in @Ifi(*wii9 (ß) ^ «" *>'« ©»'De 
»cn z — c fetftn. (53 fommt alö? 
bann 

r»c» — r»a2 = — ß^e? . (7) 
roelc^ea offenbar bie ®(ei*ung einer , 
.^Sperbel i(i, beten ^aiiptaie in bie i 
SBi^tung btr Are ber z fflllt. 

e« fei i- a. r = 2™, = 5™ 

unb jS = 1™, fo mirb aus ©Iti^ 
(^ung (7) 

25«» — 4ä» = _ 25 . (8) 

©etstH wfriu biefft@reid)unga: = 0, 

fj) ergiebt fl* i« = m/^, z = Vi nlä 

JBert^ ber ^nnptare ber .^Bptrbtl 

Jinb bemn«(^ rebucirt (ii^ bie @Iti*ung (8) nuf 




s 
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worauf man crjlel^t, ba§ bie 9icbcuajce ber fragli^en Jpppertel gleich 1 
ift. gig. 85 fteBt ben Äeget fammt bet Sur^f^nUtöcurije für bie SBcrtl^c 
r = 2<^°», c = 5«=> wttb /5 = 1^°» bar. 

HL S)te @Ict(|unfl ber S)urc^f*ntttöcuri)e be§ Umbre^uuflöeHipfoibd 

JS2 (^2 J^ y2) _[_ J25r2 = ^2^2 (9) 

mit ber @iene 

y = ß (10) 

welche ber @bene ber xz parallel tauft, ergiebt {i(^, mettn man in ©lei^^ 
^^ung (9)^/3 für y fubftituirt; ed fommt atebann 

B'^X'^ -f- ^2^2 :=: J52(^2 — ^2) (H) 

wa^ offenbar bie ©leic^ung einer ©Dipfe ift, bereu gro^e 2lre gleid^ ift 

V^2 _ ß2^ 

mal^renb bie Heine 2lre ber ©dipfe ifl 

ävA^ — ß\ 
A 

gür baöMii)füib, wel^e^ gig. 80 bargefteUt ift, \^<xU\x mir ^ = 3«°», 

B = 2^°». SBenn nun bie mit ber ^htxxt ber xz ^>arallel laufenbe 

fci^neibenbe ebene um 2°™ öon ber Umbre^ungöare beö eilipfoibö txxU 

fernt, atfo j3 = 2<'"» ift, fo erhalten wir ffir bie beiben ^jcen ber J)ur(|i* 

fc^nitteeDlpfe V 5 unb Vs 1^5. 

IV. üJlan foH bie ©eftalt ber ßuröen ermitteln, in wetzen ba^ Um^ 
brel^ung^i^91)erboloib 

^2^2 _ ^2(^2 _^ ^2) = _ ^2J52 (12) 

(fle^e gig. 82 §. 48) burd^ tvM mit ber (Sbene ber xz paraflelen 6bene 

y = ^ (13) 

gefc^nitten wirb, ©efrt man in ©leici^ung (12) y = ß, fo fommt für 

bie gefugte ©lei^ung ber £ur(!^f(^nittdcurt)e 

^2^2 _ jg2-i.2 = — £2(^2 «. ß2) (14) 

gür ß<,A fteW biefe ©lei^ung eine Jp^perbel bar, bereu ^auptare in 
bie 8ti(^tung ber ?lre ber x fällt, gür bie ^auptare biefer ^pperbel 
ergiebt \l(i) ber SBBert^ 

VA^ — ß (15) 

für bie SBebenajte aber 

2 Va^ — ß'' (16) 

gür /S = ^ rebucirt fl^ bie ©lei^ung (14) auf 

^2^2 — J52^2 
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(17) 



S)iefe ©leic^Uttfl fteßt txn ©^flem gweier geraben önien bar, »elclie mit 
ber 9(jce ber ^ einen Sßintel mausen, beffen tngonometnifc^e S^angente 

fflr bie eine + -j ^ f^^ ^*^ onbete ober — -j ift. S)er Sinf el ber bei* 

ben fleraben önien wirb burc^ bie ^xt ber a l^albirt. 

%m ß > A mirb bad @ticb <iuf ber rechten ©eite be« ©letc^^eitd;^ 
jeic^en^ in ©Icic^ung (14) <)oflHj>. Sienbern wir in ®let<|iunfl (14) 
aUe 93orjet*en, fo fommt 

^2-1.2 _ ^2^2 = _ jB2(^2 _ ^2) (lg) 

eine ©leici^nng, meldte, fo longe ß > A, eine J^pperbel barfteHt, beren 
^aui)tare mit ber 8lre ber z iufammenfdUt. 5)ie ^auptajce biefer J&p* 
iperbel i^ 

bie Slebenaxe aber 



Vß^ — A* 



(19) 



J Vß^ - A' 



(20) 



8lttd ber ©etraii^tnnfl ber Sljrenwertl^e bei (15) unb (16), fo wie 
ber bei (19) unb (20) ergiebt jlc^, ba^ bie ^fpm^ytoten fdmmtlic^er 

gtg. 8G. ^ 




J)nr(^fcl^nittdl^9perbeln benfetben SJinfel mit ber 3lre ber x mac^ien, 
ndmlid^ einen SBBinW, bejfen triflonometrifd^e Tangente gleich -j ifit. 
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%üx bae in gig. 82 bargcficDte Umbrel^ungdl^ppertoloib ift ^ = 1,5<^°*, 
5 = 0,8^, atfo 0,533 bie triflonometrifcfce S^angente, »eici&e bie afpm^ 
ptoten fimmtlici^er 3)tircl^f(^nittdl^9)>erbeln mit ber 9Cxe bn o; taaU^tn. 
3n gtg. 86 tft MM unb iViNP bad ben ffiert^cn ^ = 1,5 nnb J5 = 0,8 
entf))re(^enbe S(f9m))totenf9ftem. S)iefe beiben Linien fteUen }uglei((i ben 
^m^^ä)n\ü bed <&9)>erbotoibd mit einer @bene bar, welci^e paraOel mit 
ber UmbreJ^nnfl^ore um 1,5<'°» i)on berfelben entfernt ift. 

3)ie J&9i)erbel J9CF, iJ'C'F' entfrri^t bem 3Bertl[^e /3 = Icm^ 
»o^renb bie J&^^jerbel GHJ, &H*J' bem SÖÖertl^e ß = 2^^ entfjjri^t; 
für bie erftere ijl bie ^CiVDfiaxt 1,12«°», bie ^Ititmxt 0,597 <^°»; für bie 
^9»)erbet GHJ, &BJ' ifl bie ^ani)tare 1,32«% bie «Rebenajce aber 2,475«°»- 

Die Kegelschnitte. ^\i bem Flamen ber jtegelf^nitte be^ 51 
jei^^net man bie 2)nrcl^f^nitt^curöen eine^ (geraben) Äegetd (öon freiö* 
förmiger S3ap^) unb irgenb einer ebenen glfi^ie. 3^ ben folgenben3«iI^n 
foHen bie Olei^ungen biefer 6uri)en entwidelt »erben. 

S«a^ §. 44 ift 

(y2 _|_ -1.2) c2 := r« (^ _ 0)2 (1) 

bie @Iei4)ung tvxt^ geraben Aegeld ^on freidfdrmiger ^afid. 

3n gig. 87 ift ber a)ur(^f(^nitt biefecf Äegete mit ber ebene ber 

xz bargefteüt. ift ber 
^nfaugd))unft ber @oorbi^ 
naten; OB = OD =z r 
ift ber SRobtu« be« «eitfrei^ 
fe^; CO = c x^ bie ^h^t 
ber Äegelfpije über ber ^htm 
be^ Igeitfreifed , melcibe ju^ 
glei^ )ur ebene ber xy 
genommen ift. 

S)cr Äeget foll nun 'otin 
einer ebene bur^fc^nitten 
werben, bie mir atö bur^ 
ben $unft B gel[^enb unb 
auf ber ebene ber xz uä)U 
toinfelig ftel^enb annc^mtn 
tooUtn ; biefe ebene f^neibet 
bie ebene ber xz in einer 
geraben %inie MN. 




• 
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Um bie ®Iet^ung bei: @ut)>e ju finben, in iDcl^er bie bcfpro^ene @benc 
bte j^egelobetflä^ fc^neibrt^ ift ed {medma^ig, eine S^uudfptmatton ber 
Goorbinaten in ber SBeife Dorjunel^men, ba§ bie f^mibenbe @beue felbfl 
iu einer ©oorbinatenebene »irb. Stemmen »Ir bcn $nn!t B, gig. 87, 
inm Slnfangd))unlt ber nenen (Soi^rbinoten, bie mir mit t,. tj unb } be« 
jeic^nen »oflen. — MN fei bie äxe ber t; Sr, in ber ölten (Sbcne 
ber a;^ re^tminfetig auf MN titgenb, fei bie ^jre ber f unb bie in B 
re4)tn)in!eHfl anf MN mb ST fle^enbe «inie fei bie «jce ber 9. — 
Sie 9ixt ber 1) ifi alfo ber üxt ber 1/ )>ara0el. 

^egeif^nen n)ir mit ^, i/ unb z bie ßoorbinciten iigenb eined $un!> 
ted, bejogen auf bnd erfte ^Ixenf^flem; mit r, t) mtb f bie @oorbinaten 
beffclben 5ßnn!ted, bejogen ouf baa neue Softem, fo flnben j»if(^en bcn 
alten unb ben neuen (Soorbinaten folgenbe Weiterungen ftatt: 

2/ = H (a) 

ba [a bie @bene ber ^<s mit ber ®htiit ber cf {ufammenfaUt. gerner 
aber ij^, analog ben @)Iei(!bungen (4) in %. 24 

a? = r -|- f . sin. u -\- t cos, u (b) 

z = f cos.w — r sin*u (c) 

wenn man mit u ben Stufet bejeic^net, n>el4;en bie ^jce ber r mit ber 
9tjre ber x mac^t. ©ubftituirt man in ©lei^ung (1) für x, y unb z 
il^re SBBertl^e bei (b), (a) unb (c), fo lommt 

SUd @tei(f^ung be^ j(ege(d, bejogen auf baö {weite 9(renf9ftem, für 
me((ired bie ®lei4;ung ber f^^neibenben @bene (ber (Sbene ber (9) ift 

1 = (3) 

(Somiinirt man bie ©leic^ungen (2) unb (3), fo erhält man für 
bie ©lei^uuQ ber 3)ur4^f(rnittdcur))e 

[i|2 -f (r + r COÄ. w)2] c2 = r3 (c + f «iw. w)2 ... (4) 

3)a biefe ®(ei(f^uttfl in Sejiel^ung auf r unb 9 ))om gmeiten @rabe 
ift, fo erfiel^t vxan o^ne SBeitered, bag ber S)ur4;fi(^nitt be^ jtegeld mit 
einer @bene entmeber eine @ni)>fe ober eine Parabel ober eine ,1^9^ 
))erbel fein mufi. 

Um bejfer überfeinen ju fönnen, mit welcher biefer brei 6urt)en man 
in beftimmten gdHen gu t^un l^at, motten mir mit ©lei^^uufl (4) no(b 
einige Ummanblungen tjorne^men. ©efeen mir ben Slbpanb CB=zb\ 
begei^nen mir ben SBinfel BCO, wtl^cn bie ©eneratrir mit ber m 
be^ jtegetd mac^t, mit v, fo ift 
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r = b . sin, v 
, c = b.cos.v 
«nb biefe SBettbe für r unb c in ©Uid^nn^ (4) flefcjt, gicbl 
[9^ 4~ (^ ^^' ^ -f- Jf CO». w)2] CO», r^ = (b cos, t? -f- r »in. uy sm, v^, 

(&niwidt\t man biefe @te{(^tmg, fo fommt 
92 cos, ü2 ^ r« (co«. «2 c©». 172 — »m. u^ sin, v^) 

-f- 2 6r sin, v . co». r (cos. u cos, v — sin, u sin, v) = 
obet 

^2 cos, v^ -|- r2 (cos, u COS. v — sin, u sin. v) (cos, u cos, v -f- sin, u sin: v) 

-|- 6r . isin, v . cos. v . cos, (u -\- v) == 

obet enbli^ / 

92 cos. »2 -j- jt2 CO», (w -f- v) cos. (u — t?) -f- i c sin. 2 v cos. (w -(- 1?) = (5) 

©egeic^iwt mou mit i ben SQBinfel MBC, welchen bie f<|ineibenbe 

ebene mit ber Äegelfante OB ma#t, fo \% wie lei4;t aud ber gig. 87 

gu erfe^en ift, 

4 _|- tt -f_ I, — 900, 

alfo 



w -f- i; = 900 — z 
CO», (w -|- r) = »m. e 



unb ferner 
alfo 



« — t? = 900 — i — 2 V, 

cos, (u — v) =. sin. (i -|- 2 ü). 
©nbflitnlrt man biefe ffiertl^e öon co». (u + «^) unb co». (u — v) 
in @lei(i^unfl (5), fo fommt 

92 CO». v2 _|_ f 2 ^Vi. i dn.(i -{' 2v) -{- bi sin, 2 r . sin. i = . (6) 
3)iefe' ©lei^nng ift bie Oleic^unfl einer eUt^jfe, einer Parabel 
ober einer ,&9perbet, je naci^bem 

1. ... f < 1800 _ 2r 
ober 

2. ... t= 1800 — 2 17 
ober 

3. ... t> 1800-^ 2t?. 

e r ft e r g a n. ffienn ffiinfel MBC, gifl. 88 (a. f. ©.), alfo i < 180 — 2y, 

fo !ann man fefeen: t=180 — 2» — <, alfo t 4- 2i? = 180 — < unb 

sin, (i -j- 2ü) = »tn.^. 3)anaci& ge^t Oleici^unfl (6) ober in 

92 cos, t;2 -|- r^ sin, i sin. < -(- 6 r »zw. i sin, 2 r = 0. 

®ett man in biefer ®lei(^ung 

« &»m. 2v 

2»tn.^ 



106 't)ur(^f4)nei^itng friimntrr O^rrflä^rn mit thtnm %lä^tn: 
nitb 



-) = y, 



fu g«^t fle db» in 




mtWtti Djfen6ar bl« @(<i^ung tintz @IUf)fe ifl; benit fetten <»" 

N.A' = (aoa.vy 
N.B' = sin.i nn.t 



N.A^B^ z 



fo ttfllibt fl* 



N : 



4(JMi.f)'.(epa.p)' 



JJioibirt mnn mit biefeui ffl«l^ »on JV Jebea @iiieb bet @tdt^ttnfl (7), 
fo ge^t blefelbe flbet in 

i(sin.ty "*" 4 . «n. ( . (cos. D)» ~ i.i.(mn.ty (cos.vy 



(8) 



tlur^ft^neiBHng (mmmcr fberflfäc^en mit tbtnm jrfic^en. 

mit ^btn atro mll dner enfpft ju l^un, fflt rotl^e 
. 6 . «n. V 



gig. 90. 




unb 



o..vVd 



3»eiter %ail ffienn SBinW 
jlfSC affo i = 180 — 2o ifl, ttit 
in Sig. 89, fo ift bie but^ B gelfflte 
©4)nittpQ(^e mit b« gtflenüfcetlie' 
geiiben St^titmU CD, gifl. 87, 
pflMHel, über mit nnbcKn ffiorteii, 
bie fdjneibeiibf ©bent madjt mit bet 
Stt^tlaxt einen aBinttl, reeldiei: gld^l 
o, fllfj} glei* bem 2BinfeI i^ melden 
bie ®enetiihii: mit ber 9tie ntn^t- 
giir biefen %a\i ift i + 2« = 180», 
alfi)ain.(t--|-2c) — 0; bailOC^ wbu* 
citt (i(^ bie ©feidmna (6) nuf 

%^cos.v^ 4- 6r sw.2v sin.i=0 

cos.u» ^ ' 

Die @(eii*un9 einer qjornbel, 
wet^e (I^ Bon S (iu8 mä) ber nea 
flQiisen ©eile ber r ^in erftterft. 

X «Dritter gall. gflt 
i > 180 — 2t. 
(SQinlel CBM, gig. 90, ßrBgtr ala 
180— 2 c) fönnen reit 

t = 180 — 2 u + i 
fe^en. Stiäbann »iib 

i + 2i> = 180» +t 
unb 

am. (t + 2 u) = — ««.(. 
©wbftitiiitt man in ©lei^unfl (6) 
( für sin. (i -f- 2»), fo flelongt man nacfe iDuri^ 
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fü^tung äl^nli^er Ummanblungen, mte fte im erfleit %aUc t>Droenoinmen 
wutben, ju itx ©leic^ung 

mel^ed bie ©tei^ung einer ^^perbel tft, beten ^xen {Inb 

. b sin, V 

2 . sin. t 

nnb X ^ ^, 

j3 fc . sin. V V sin.i 

2.cos.vy sin.t 

3n biefem gafle trifft bie fc^neibenbe gWc^e ni(^t bloß ben unteren 
Z\)cil bed Segele, fonbern auc^ feine über bie ©^jifee C l^inou^fle^enbe 
SSerldngerung bejfelben, wie man auö gig. 90 erflel^t; fo bap man eine 
6ur\)e i)on jwei getrennten ä^cigen eri^ält. 

®ü ift benn ber Semeid geführt; ba§ ber S)ur(^fc^nitt eined legete 
unb einer ebenen Stäche, je nac^ ber Sage ber f^neibenben @bene entmeber 
eine @nipfe; ober eine $arabe( ober eine «Igypperbet ift, toed^alb 
benn m^ biefe brei ßuroen unter bem gemeinfc^afttic^en SRamen ber 
Äegelft^ynitte gufammengefagt würben. 
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Dtucffe^ler. 

@ctte 45 muf bie jiüeite ber ©tctd^ungen bei (4) l^eifien: 

.T = f/ -f- 1) sin, a -\- X cos, a. 
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